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درصورتی که  ولی  دارد  بیشتری  سود  مجموع  در  همکاری  با  بازی  که  می دهد  نشان  پژوهش 
گر قدرت بیشتری  بازیکنان قدرت تصمیم گیری یکسانی دارند بازی نش پیشنهاد می شود و ا
نمایند  تحمیل  دیگر  بازیکن  به  را  خود  تصمیم های  می توانند  که  شکلی  به  دارند  بازار  در 

پیشنهاد می گردد. استکلبرگ  بازی 

M30, M31, M39 :JEL طبقه بندی
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مقدمه

وی  به طورکلی، ابتدایی ترین و مهم ترین مساله در یک واحد تجاری بحث قیمت گذاری ر
گیرد. یکی  کار انجام  محصول نهایی است. تعیین قیمت فروش محصول باید قبل از شروع به 
کار، مقوله قیمت گذاری و بازاریابی است1.  کسب و  از مهم ترین عوامل تعیین کننده در هر مدل 
و  ادامه حیات  کیفیت،  رهبری  بازار،  افزایش سهم  کردن سود،  کثر  با هدف حدا قیمت گذاری 
کار  کسب و  یا افزایش قیمت بازار صورت می گیرد. قیمت گذاری یکی از مهم ترین اجزای مدل 
به  شرکت  یا  اقتصادی  بنگاه  سودآوری  وی  ر بر  زیادی  تأثیر  آن  راستای  در  تصمیمات  و  است 

همراه دارد.
که پیچیدگی در تولید ندارند، قیمت گذاری و بازاریابی می تواند به افزایش  تی  در محصولا
کمک نماید در این پژوهش سعی می شود تأثیر بازاریابی و قیمت به طور هم زمان بر تقاضای  سود 
افزایش  به طوری که  شود  بررسی  بازار  در  موجود  قدیمی  محصولات  به  توجه  با  جدید  محصول 
می دهد  کاهش  را  )قدیمی(  جدید  محصول  تقاضای  نه تنها  )قدیمی(  جدید  محصول  قیمت 
بازاریابی  بر این هزینه  افزون  افزایش دهد.  را  بلکه می تواند تقاضای محصول قدیمی )جدید( 
نیز می تواند در جذب تقاضا برای محصول جدید ایفای نقش نماید. مدل ریاضی ارائه  شده با 
ویکرد نظریه بازی مورد بررسی قرار می گیرند. در سناریوی اول محصول جدید و قدیمی  چهار ر
به طور هم زمان با یکدیگر رقابت می نمایند و نقطه تعادل به دست آمده از این بازی تعادل نش2 
محصول  ابتدا  که  شکلی  به  است  جدید  محصول  استکلبرگ3  بازی  دوم  سناریوی  در  است. 
جدید تصمیم به قیمت می گیرد و در نهایت محصول قدیمی با توجه به آن قیمت خود را تعیین 
می نماید، به عبارت دیگر در این حالت محصول جدید نقش رهبر4 را دارد و محصول قدیمی 
نقش پیرو5 را ایفا می نماید. بازی سوم دقیقا عکس بازی دوم است و محصول قدیمی می تواند 
که یک  تصمیم های قیمت خود را به محصول جدید تحمیل نماید. در نهایت در بازی چهارم 
بازی با همکاری6 است محصول جدید و قدیمی با همکاری یکدیگر تصمیم های قیمت خود 

1. بندریان، )1389(.
2. Nash Equilibrium.
3. Stackelberg Game.
4. Leader.
5. Follower.
6. Cooperative Game.
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بیشینه  را  و جدید  از محصولات قدیمی  که مجموع سود حاصل  و سعی می نمایند  را می گیرند 
که محصول قدیمی نمی تواند  کلی و حالتی  نمایند. همچنین تمام این سناریوها در دو حالت 
انجام  گرفته است  این منظور  به  این مهم  گرفته  است.  قرار  بررسی  باشد، مورد  بازاریابی داشته 
را  و محصول قدیمی  نماید  را جایگزین محصول قدیمی  دارد محصول جدید  که شرکت قصد 

از بازار خارج نماید.
بنابراین در این مقاله در قسمت دوم به پیشینه پژوهش پرداخته شده است سپس مدل سازی 
در  مدل های  این  دقیق  حل  است.  شده  ارائه  سوم  بخش  در  چهارگانه  ویکردهای  ر با  مساله 
حساسیت  تحلیل  محاسباتی،  نتایج  به  پنجم  بخش  است.  شده  گنجانده  چهارم  بخش 
پیشنهادهایی  و  نتیجه گیری  پایان،  در  و  دارد  اختصاص  مدیریتی  پیام های  و  مهم  پارامترهای 

گردیده است. برای مطالعات آتی ارائه 

1. مروری بر ادبیات و پیشینه پژوهش

افزایش  و  نهایی  سود  نمودن  بیشینه  با  بهینه  قیمت  پایداری  و  ثبات  قیمت گذاری،  از  هدف 
تعداد واحدهای فروش است1. در راستای قیمت گذاری، نتایج تحقیقات زیادی نشان می دهد 
کیفیت محصولات، افزایش انطباق  کارها به بهبود  کسب و  که قابلیت تولید محصول متمایز در 
وی  تولید محصولات جدید با نیازها و خواسته های مشتریان و بازار و سرمایه گذاری به موقع بر ر

تولید محصولات جدید می انجامد2.  
کوپر )2018( عوامل موفقیت توسعه محصول جدید را مورد بررسی قرار داد. تعداد رانه های 
کار و سیستمی ارائه  کسب و  که در سه سطح عملیاتی،  مورد بررسی بیست مورد شناخته شدند 
قیمت گذاری  برای  تصمیم گیری  جدید  فرایندهای  به   2017 سال  در  همکاران  و  شیروانا  گردید. 
ارزیابی های  برای معرفی  مالی 2017/2016  آزمایشی سال  فاز  ژاپن در  بهداشتی در  فناوری های 
کولوسوسکی در سال 2014 به برآورد هزینه محصول جدید  اقتصادی، پرداختند. چاوستیک و 
ویکرد برای برآورد  گرفت یک ر که توسط آن ها صورت  در فرآیند توسعه پرداختند. در پژوهشی 
هزینه  برآورد  برای  نمونه هایی  پژوهش،  این  در  شد.  ارائه  جدید  محصولات  توسعه  در  هزینه 

1.  الکساندر وجین ماری، )2010(
2. مرگان و همکاران،2009.، چن و تایتسو،2012.، وهریز و مرگان، )2009(.
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پیشنهادی  وش های  ر است.  شده  ارائه  پیاده سازی  فرآیند  مختلف  مراحل  در  آینده  محصول 
به  است.  شده  پیشنهاد  عملیاتی  فعالیت های  و  توسعه  برنامه ریزی،  هزینه های  تخمین  برای 
و  نظر  مورد  مزایای  به  دستیابی  لحاظ  از  فرآیند  هزینه-اثربخشی  ارزیابی  امکان  ترتیب  این 
تصمیم گیری موثر وجود دارد. وو و همکارانش )2017( به بررسی مدل های پویا با قیمت گذاری 
انتشار محصول  پارامترهای  بر  تاثیر مشترک  بررسی  به  برای محصولات جدید پرداختند. آن ها، 
و  قیمت گذاری  هماهنگی  که  داد  نشان  نتایج  پرداختند.  هم زمان  به طور  قیمت گذاری  و 
قیمت گذاری  بهینه سازی  استراتژی  همچنین،  می بخشد.  بهبود  را  سودآوری  پویا  قیمت گذاری 
قیمت گذاری  به   2013 سال  در  همکاران  و  چندراسکاران  است.  بازار  شرایط  تاثیر  تحت 
)قیمت  قیمت  جنبه  دو  اثر  بر  مطالعه  این  پرداختند.  بین المللی  سطح  در  جدید  محصولات 
مطالعه  این  در  دارد.  تمرکز  جدید  محصولات  بین المللی  تولید  بر  قیمت(  نوسان  و  نسبی 
هشت  در  مصرفی  الکترونیکی  جدید  محصول  هفت  جدید،  داده  مجموعه  یک  از  استفاده 
که هر دو قیمت نسبی و نوسانات  کشور بررسی شده است. تجزیه و تحلیل آن ها نشان می دهد 
در  نیز   2010 سال  در  اسپیث  و  پورن  سوان  هستند.  اهمیت  حائز  توجهی  قابل  به طور  قیمت 
انجام  را  دیگری  تحقیق  تایلند  غذایی  صنایع  در  جدید  محصول  توسعه  موفقیت  عوامل  زمینه 
از  استفاده   )1 در چهار طبقه عمده،  را  ادبیات  از  استخراج شده  اساسی  15 عامل  که  داده اند 
بازار در هدایت طرح های  از تحقیقات  ارزیابی نمونه محصول، 2( استفاده  بازار در  تحقیقات 
و  توسعه  و  تحقیق  طرح های  شروع  از  قبل  بازاریابی  تحقیقات  از  استفاده   )3 توسعه،  و  تحقیق 
به  را  تاثیرگذار  عوامل  آن ها  دادند.  قرار  جایگاه  تعیین  در  بازاریابی  تحقیقات  از  استفاده   )4
محصول  ایده های  تمرکز   )2 کار،  فرآیند  طول  در  غیررسمی  ارتباطات  دانش  تسهیم   )1 ترتیب، 
سازمانی،  شایستگی  به عنوان  جدید  محصول  اعلام  شرکت،  شایستگی های  وی  ر بر  جدید 
برای  برنامه  داشتن   )3 جدید،  محصول  توسعه  پروژه های  از  ارشد  مدیریت  حمایت  و  تعهد 
با  ارتباط  ابزاری برای سنجش توسعه محصول جدید در سازمان، 4(  توسعه محصول جدید و 
عرضه کنندگان مواد اولیه صنایع غذایی و ارتباط با عرضه کنندگان تجهیزات صنایع غذایی ارائه 
اجتماعی  یادگیری  به  توجه  با  پویا  قیمت گذاری  به   2016 سال  در  ساوا  و  پاپاناستاسیو  دادند. 
یادگیری  حضور  چگونگی  بررسی  به  مقاله  این  پرداختند.  استراتژیک  مصرف کنندگان  و 
مصرف کننده  جمعیت  و  پویا  قیمت  انحصارطلبی  یک  بین  استراتژیک  تعامل  بر  اجتماعی 
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و و همکاران در سال 2015 به اثرات  و در قالب یک مدل دو مرحله ای ساده پرداخت. ژ پیش ر
موفقیت محصول جدید  در  بازاریابی سنتی  تحلیل  و  تجزیه  و  بزرگ  و تحلیل داده های  تجزیه 
و  تجزیه  بین  وابط  ر درک  برای  همبستگی  دانش  طبقه بندی  معرفی  به  مطالعه  این  پرداختند. 
و موفقیت محصول جدید می پردازد.  بزرگ  و تحلیل داده های  بازاریابی سنتی، تجزیه  تحلیل 
با توجه به حجم بالا و سرعت اطلاعات و دانش ذینفعان مختلف در اقتصاد دیجیتال، هدف 
بازاریابی  دامنه  از  دانش  ترکیب  برای  استراتژی  ایجاد  در  شرکت ها  به  کمک  طبقه بندی  از 
بهبود محصولات جدید به صورت خودکار  برای  کسب دانش  که  است. مطالعه نشان می دهد 
تاجاهجونو  و  نیشینو  دارد.  آن  منافع  آوردن  دست  به  برای  استراتژی  انتخاب  به  نیاز  و  نیست 
مختلف  جهات  از  محصول  خدمات  سامانه  معایب  و  مزایا  به  بازی  نظریه  ویکرد  ر با   )2018(
مقاله منگ  بوده  است. در  نتیجه  و  کاربرد  ایشان محصول،  بررسی  مورد  پرداختند. محورهای 
برای  سطحی1  دو  استکلبرگ  بازی  مراتبی،  سلسله  تصمیم گیری  ساختار  به  توجه  با   2017 یو، 
به   منحصر  استکلبرگ  تعامل  یک  وجود  است.  شده  پیشنهاد  مختلف  بازیکنان  بین  تعامل 
شبیه سازی  نتایج  است.  شده  داده  نشان  می دهد،  ارائه  را  سیستم  بهینه  راه حل های  که  فرد 
کمترین هزینه موثر است.  کمبود منابع سیستم با  ویکرد پیشنهادی در جبران  که ر نشان می دهد 
به وجود  امنیتی  برنامه  از  که  تمرکز شده است  استکلبرگ  بازی  وی  ر بر  گوس،2017  مقاله لا در 
می آید و با استفاده از شاخه جدید و قیمت گذاری، برای حل فرمول های بهینه سازی ترکیبی را 

مورد پژوهش قرار دهد.
آمده  ادامه  در  مختصر  به طور  که  است  شده  انجام  کشور  داخل  در  پژوهش هایی  همچنین 
وش های  وش شناسی، ر که از دیدگاه ر است. بندریان، 1389 در تحقیق خود بیان داشته است 
وش هزینه  که عبارتند از: ر گروه اصلی تقسیم می شوند  علمی و ریاضی برای قیمت گذاری به سه 
که هدف  وش ارزش مبنا. حیدری، 1392 تحقیقی میدانی انجام داده  وش بازار مبنا، ر مبنا، ر
مصرف کننده های  خرید  رفتار  بر  عصبی  بازاریابی  قیمت گذاری  ترفندهای  تأثیر  بررسی  آن  از 
که انتخاب  ک در فروشگاه های پاتن جامه است. نتایج تحقیقات مختلف نشان می دهد  پوشا
بگذارند.  اثر  مصرف کننده  رفتار  وی  ر بر  می توانند  عصبی  بازاریابی  قیمت گذاری  ترفندهای 
وش  ر به  که  است  کردستان  استان  در  پاتن جامه  فروشگاه های  مشتریان  تحقیق،  جامعه  

1. Bi-level
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برای جمع آوری  انتخاب شده است.  به عنوان نمونه  از مشتریان  نفر   90 نمونه گیری در دسترس، 
تک  تی-  آزمون  از  آن ها  تحلیل  و  تجزیه  برای  و  لیکرت  گزینه ای  پنج  پرسش نامه  از  داده ها 
رفتار  بر  عصبی  بازاریابی  قیمت گذاری  ترفندهای  که  داد  نشان  نتایج  و  شد  استفاده  نمونه 
فروشی  ک  پوشا فروشگاه های  به  می تواند  مطالعه  این  دارد.  مثبت  تاثیر  مصرف کننده  خرید 
کند. مدرس و  کمک  بازاریابی عصبی  ترفندهای قیمت گذاری  کردن  اثربخش تر  جهت هرچه 
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که نقش مهمی در نوآوری محصول و موفقیت شرکت ایفا می کند  این مدل تحقیق و توسعه است 
پرداخته  نیز  محصول  نوآوری  بر  توسعه  و  تحقیق  جهانی شدن  تأثیر  به  مدل،  شرح  کنار  در  که 

شده است.
قیمت گذاری  حوزه  در  زیادی  پژوهش های  کنون  تا است  آمده  بالا  در  که  همان طور 
لزوم  لذا  است.  شده  انجام  جدید  محصولات  توسعه  بر  بازاریابی  تاثیر  و  جدید  محصولات 
تقاضای محصولات جدید احساس می شود.  بر  بازاریابی  و  قیمت گذاری  تاثیر  بررسی هم زمان 
قیمت گذاری  تاثیر  هم زمان  بررسی  به  ریاضی  مدل  از  استفاده  با  داریم  نظر  در  پژوهش  این  در 
جدید  و  قدیمی  محصول  بین  به طوری که  بپردازیم،  جدید  محصولات  تقاضای  بر  بازاریابی  و 
به  رقابت وجود دارد. در این راستا به بررسی چهار مدل پرداخته خواهد شد، مدل بازی نش 
دو  در  که  است  استکلبرگ  بازی  بعدی،  مدل  دو  می پردازد.  محصولات  بین  هم زمان  رقابت 
که محصول جدید-رهبر و محصول قدیمی-رهبر مورد بررسی قرار می گیرند. مدل چهارم  حالت 
حالت  در  یک بار  شده اند  بررسی  حالت  دو  در  مدل ها  این  تمامی  که  است  باهمکاری  بازی 

کلی و بار دیگر در صورت وجود محدودیت تبلیغات محصول دوم غیرمجاز باشد. 

3. مدل سازی مساله

متغیرها،  و  پارامترها  تعریف  از  پس  که  می شود  پرداخته  مدل  جزئیات  شرح  به  قسمت  این  در 
مدل ریاضی هر یک از بازی ها ارائه خواهد شد.

3-1. تعریف مساله

وجود  حالت  در  جدید  محصول  تقاضای  بر  بازاریابی  و  قیمت گذاری  هم زمان  تاثیر  ابتدا  در 
خرده فروش  دو  فروش  از  حاصل  سود   
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 و نژاد یقاسم  .کنندمی بیان را محصول توسعه تیم دهیسازمان جهت لازم نیازهایپیش و مقدمات ،«سازمانی هایویژگی»
 یچارچوب انگریب مدل نیا. دادند ارائه نوآورانه محصولات یهادهیا نیبهتر انتخاب منظورهب یمفهوم یچارچوب 1392 ،یریامشاه

 یابیارز نظر، مورد انیمشتر مشخصات و یاتیح بازار بخش یهایازمندین نییتع ان،یمشتر یازهاین درک یمبنا بر که است
 یهادهیا یبندتیاولو و رساختیز لیتحل ،یرقابت لیتحل ن،یتأم یهاشبکه تیریمد ها،آن راهبرد و اهداف لیتحل و سهامداران
 دیجد محصول توسعه ندیفرا بر رگذاریتاث عامل 55 ،1393 همکاران، و یورلهیپ .است شده نهاده بنا نوآورانه و دیجد محصولات

 اریاخت در پرسشنامه قالب در یسازیتجار و یفناور ،یتیحما ،یسازمانبرون ،یسازماندرون ،یفرد بعد 6 در یفناور نانو حوزه در
 معادلات قیطر از هاپرسشنامه. گرفت قرار نانو یفناور با مرتبط یهاحوزه در ینوآور و قیتحق توسعه، خبرگان از نفر 43

 نییتع زین و تیاهم کم یهاعامل حذف و هاعامل اوزان شدن نیمع از پس و یبررس  یجزئ مربعات حداقل روش به و یساختار
 1385 رانبان،یا و ینیدحسیس مقاله در. شد مشخص حوزه نیا در محصول توسعه ندیفرا در رگذاریتاث یهاعامل شاخص، هر وزن

 تینها در و گرفته قرار توجه مورد یمشتر و دیتول ،یطراح یعنی زمانهم یمهندس یفضا یاصل جنبه سه هر که شد تلاش  زین
 عام صورتبه محصول نوآوری برای مدلی( 1386) یرینص و یمیسل. دیگرد ارائه فضا نیا در دیجد محصول توسعه یمفهوم مدل

. است هم به وابسته فرایند شش از متشکل و بوده استراتژیک مدیریت و محصول نوآوری هایمدل از تلفیقی که دادند شنهادیپ
 از پرتفوی بهترین مدیریت و گذاریسرمایه شناسایی، با ذینفعان، دیگر و سهامداران بازده کردن حداکثر برای فرایندها این

 نوآوری در مهمی نقش که است توسعهوتحقیق مدل نیا هایبخش از یکی. کنندمی کار هم با محصول، نوآوری هایپروژه
 نیز محصول نوآوری بر توسعه و تحقیق شدنیجهان تأثیر به مدل، شرح کنار در که کندیم ایفا شرکت موفقیت و محصول
 .است شده پرداخته

 توسعه بر یابیبازار ریتاث و دیجد محصولات یگذارمتیق حوزه در یادیز یهاپژوهش تاکنون است آمده بالا در که طورمانه
 احساس دیجد محصولات یتقاضا بر یابیبازار و گذاریقیمت ریتاث زمانهم یبررس لزوم لذا . است شده انجام دیجد محصولات

 یتقاضا بر یابیبازار و گذاریقیمت ریتاث زمانهم یبررس به با استفاده از مدل ریاضی میدار نظر در پژوهش نیا در. شودیم
پرداخته  مدل چهار یبررس به راستا نیا در .بین محصول قدیمی و جدید رقابت وجود دارد کهطوریبه، میبپرداز دیجد محصولات
 که حالتدو  در که است استکلبرگ یباز ،یبعد مدل دو پردازد.بین محصولات می زمانهمبه رقابت  نش بازی مدل ،خواهد شد
 نیا یتمام که است یباهمکار یباز چهارم مدل .گیرندمورد بررسی قرار می رهبر-یمیقد محصول و رهبر-دیجد محصول

 یرمجازغ دوم محصول غاتیتبل تیمحدود وجود صورت در گرید ربا و یکل حالت در باریک اندشده یبررس حالت دو در هامدل
  .باشد

 
 مسئله سازیمدل -3
 ارائه هایباز از کی هر یاضیر مدل رها،یمتغ و پارامترها فیتعر از پس که شودیم پرداخته مدل اتیجزئ شرح به قسمت نیا در

 .شد خواهد
 

 هئلمس فیتعر -3-1
 به .گرددیم یبررس فروشخرده دو وجود حالت در دیجد محصول یتقاضا بر یابیزاربا و یگذارمتیق زمانهم ریتاث ابتدا در  

فروش اول محصول جدید و . در این قسمت منظور از خردهاست مذکور فروشخرده دو فروش از حاصل سود π2  و π1 بیترت
 فروش دوم بیانگر محصول قدیمی است.خرده

 . یمیقد محصول یتقاضا و دیجد محصول یتقاضا:  داشت میخواه تقاضا دو محصول بودن دیجد به توجه با
 .اندشده یگذارنام  D2 و   D1 بیترت به تقاضاها

 :باشندیم ریز شرح به میتصم یرهایمتغ و پارامترها
 

و   
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ترتیب  به  می گردد.  بررسی  خرده فروش  دو 
مذکور است. در این قسمت منظور از خرده فروش اول محصول جدید و خرده فروش دوم بیانگر 

محصول قدیمی است.
و  جدید  محصول  تقاضای   : داشت  خواهیم  تقاضا  دو  محصول  بودن  جدید  به  توجه  با 

تقاضای محصول قدیمی .
D2 نام گذاری شده اند. D1 و  تقاضاها به ترتیب 



یه بازه 9 یابی مزاب   ایا با میق ااه می نت  هماهنهی ظامسا هاه تسم  گ م ه و بایم 

پارامترها و متغیرهای تصمیم به شرح زیر می باشند:
      تقاضای محصول جدید )متغیر تصمیم(

      تقاضای محصول قدیمی )متغیر تصمیم(
      سود حاصل از فروش خرده فروش اول )متغیر تصمیم(
      سود حاصل از فروش خرده فروش دوم )متغیر تصمیم(

      قیمت محصول جدید )متغیر تصمیم(
      قیمت محصول قدیمی )متغیر تصمیم(

      هزینه تبلیغات محصول جدید )متغیر تصمیم(
      هزینه تبلیغات محصول قدیمی )متغیر تصمیم(

       عدد ثابت )تقاضای بالقوه(
کشش  قیمتی تقاضا نسبت به قیمت محصول خودی        ضریب 
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(1)      𝐷𝐷𝑖𝑖(Pi , ai) = αi − βiPi + γjPj + λiai − μjaj           𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑗𝑗 = 3 − 𝑖𝑖 
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 شده ذکر زین هایتمحدود که است شده آورده لیذ در است مسئله میتصم یرهایمتغ از یتابع خود که سود تابع یاضیر مدل 
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 :گرددیم یگذاریجا است سود تابع که( 3) معادله در است تقاضا تابع که( 1) معادله

 
(4) 𝜋𝜋(p, a) = (αp1 − β𝑝𝑝1

2 + γp2p1 + λa1p1 − μa2p1) 
a1 + λ𝑎𝑎1
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max   𝜋𝜋 (𝑎𝑎, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝𝐷𝐷 − 𝑎𝑎𝐷𝐷 − 𝑐𝑐𝐷𝐷 
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𝑎𝑎 = 0.1 𝑝𝑝 

𝐷𝐷𝑖𝑖(Pi , ai) = αi − βiPi +  γjPj + λiai − μjaj 

3-2. مدل ریاضی خرده فروشان
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گردد. بنابراین تابع سود به صورت زیر تعریف می گردد: حاصل 
 هزینه تولید - هزینه تبلیغات - درآمد =سود فروشنده   
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 :گرددیم فیتعر ریز صورتبه سود تابع نیبنابرا .گردد حاصل سود ممیماکز که شوند غیتبل و یگذارمتیق محصولات یطور
      فروشنده سود= درآمد - غاتیتبل نهیهز - دیتول نهیهز 

 
            𝜋𝜋(a, p) = pD − aD − cD (2) 
 

 شده ذکر زین هایتمحدود که است شده آورده لیذ در است مسئله میتصم یرهایمتغ از یتابع خود که سود تابع یاضیر مدل 
 .است

 
 :گرددیم یگذاریجا است سود تابع که( 3) معادله در است تقاضا تابع که( 1) معادله

 
(4) 𝜋𝜋(p, a) = (αp1 − β𝑝𝑝1

2 + γp2p1 + λa1p1 − μa2p1) 
a1 + λ𝑎𝑎1

2 −  μa2a1)                   −(αa1 − βp1a1 + γ p2 
                  −(αc − βp1c + γp2c + λa1c − μa2c) 

 
(3) 

 
 
max   𝜋𝜋 (𝑎𝑎, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝𝐷𝐷 − 𝑎𝑎𝐷𝐷 − 𝑐𝑐𝐷𝐷 
 
s.t. 
𝑝𝑝 ≥ 0 
𝑎𝑎 ≥ 0 
𝑎𝑎 = 0.1 𝑝𝑝 

𝐷𝐷𝑖𝑖(Pi , ai) = αi − βiPi +  γjPj + λiai − μjaj 
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5 

  D1          (میتصم ریمتغ) دیجد محصول یتقاضا 
  D2          (میتصم ریمتغ)ی میقد محصول یتقاضا 
  π1          (میتصم ریمتغ) اول فروشخرده فروش از حاصل سود 
  π2          (میتصم ریمتغ) دوم فروشخرده فروش از حاصل سود 

 p1           (میتصم ریمتغ) دیجد محصول متیق 
 p2           (میتصم ریمتغ)ی میقد محصول متیق 
 a1           (میتصم ریمتغ) دیجد محصول غاتیتبل نهیهز 
 a2           (میتصم ریمتغ)ی میقد محصول غاتیتبل نهیهز 
 αi           (بالقوه یتقاضا) ثابت عدد 
  βi          یخود محصول متیق به نسبت تقاضاقیمتی  کشش بیضر 
  γi           بیرق محصول متیق به نسبت تقاضا قیمتی کشش بیضر 
  λi           یخود محصول غاتیتبل به نسبت تقاضا قیمتی کشش بیضر 
  μi           بیرق محصول غاتیتبل به نسبت تقاضا قیمتی کشش بیضر 
 

 .(2013 هوانگ،) است( ai) یابیبازار نهیهز و( Pi) متیق از یتابع یمیقد و دیجد محصول یتقاضا
 

(1)      𝐷𝐷𝑖𝑖(Pi , ai) = αi − βiPi + γjPj + λiai − μjaj           𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑗𝑗 = 3 − 𝑖𝑖 

 انفروشخرده یاضیر مدل -3-2
 دیبا هدف گرفتن نظر در با که ،است فروش از حاصل سود نمودنبیشینه  جهینت در و تقاضا بردن بالا فروشخرده هر هدف  

 :گرددیم فیتعر ریز صورتبه سود تابع نیبنابرا .گردد حاصل سود ممیماکز که شوند غیتبل و یگذارمتیق محصولات یطور
      فروشنده سود= درآمد - غاتیتبل نهیهز - دیتول نهیهز 

 
            𝜋𝜋(a, p) = pD − aD − cD (2) 
 

 شده ذکر زین هایتمحدود که است شده آورده لیذ در است مسئله میتصم یرهایمتغ از یتابع خود که سود تابع یاضیر مدل 
 .است

 
 :گرددیم یگذاریجا است سود تابع که( 3) معادله در است تقاضا تابع که( 1) معادله

 
(4) 𝜋𝜋(p, a) = (αp1 − β𝑝𝑝1

2 + γp2p1 + λa1p1 − μa2p1) 
a1 + λ𝑎𝑎1

2 −  μa2a1)                   −(αa1 − βp1a1 + γ p2 
                  −(αc − βp1c + γp2c + λa1c − μa2c) 

 
(3) 

 
 
max   𝜋𝜋 (𝑎𝑎, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝𝐷𝐷 − 𝑎𝑎𝐷𝐷 − 𝑐𝑐𝐷𝐷 
 
s.t. 
𝑝𝑝 ≥ 0 
𝑎𝑎 ≥ 0 
𝑎𝑎 = 0.1 𝑝𝑝 

𝐷𝐷𝑖𝑖(Pi , ai) = αi − βiPi +  γjPj + λiai − μjaj 

)2(

که  که خود تابعی از متغیرهای تصمیم مساله است در ذیل آورده شده است  مدل ریاضی تابع سود 
کر شده است. محدودیت ها نیز ذ

)3(

5 

  D1          (میتصم ریمتغ) دیجد محصول یتقاضا 
  D2          (میتصم ریمتغ)ی میقد محصول یتقاضا 
  π1          (میتصم ریمتغ) اول فروشخرده فروش از حاصل سود 
  π2          (میتصم ریمتغ) دوم فروشخرده فروش از حاصل سود 

 p1           (میتصم ریمتغ) دیجد محصول متیق 
 p2           (میتصم ریمتغ)ی میقد محصول متیق 
 a1           (میتصم ریمتغ) دیجد محصول غاتیتبل نهیهز 
 a2           (میتصم ریمتغ)ی میقد محصول غاتیتبل نهیهز 
 αi           (بالقوه یتقاضا) ثابت عدد 
  βi          یخود محصول متیق به نسبت تقاضاقیمتی  کشش بیضر 
  γi           بیرق محصول متیق به نسبت تقاضا قیمتی کشش بیضر 
  λi           یخود محصول غاتیتبل به نسبت تقاضا قیمتی کشش بیضر 
  μi           بیرق محصول غاتیتبل به نسبت تقاضا قیمتی کشش بیضر 
 

 .(2013 هوانگ،) است( ai) یابیبازار نهیهز و( Pi) متیق از یتابع یمیقد و دیجد محصول یتقاضا
 

(1)      𝐷𝐷𝑖𝑖(Pi , ai) = αi − βiPi + γjPj + λiai − μjaj           𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑗𝑗 = 3 − 𝑖𝑖 

 انفروشخرده یاضیر مدل -3-2
 دیبا هدف گرفتن نظر در با که ،است فروش از حاصل سود نمودنبیشینه  جهینت در و تقاضا بردن بالا فروشخرده هر هدف  

 :گرددیم فیتعر ریز صورتبه سود تابع نیبنابرا .گردد حاصل سود ممیماکز که شوند غیتبل و یگذارمتیق محصولات یطور
      فروشنده سود= درآمد - غاتیتبل نهیهز - دیتول نهیهز 

 
            𝜋𝜋(a, p) = pD − aD − cD (2) 
 

 شده ذکر زین هایتمحدود که است شده آورده لیذ در است مسئله میتصم یرهایمتغ از یتابع خود که سود تابع یاضیر مدل 
 .است

 
 :گرددیم یگذاریجا است سود تابع که( 3) معادله در است تقاضا تابع که( 1) معادله

 
(4) 𝜋𝜋(p, a) = (αp1 − β𝑝𝑝1

2 + γp2p1 + λa1p1 − μa2p1) 
a1 + λ𝑎𝑎1

2 −  μa2a1)                   −(αa1 − βp1a1 + γ p2 
                  −(αc − βp1c + γp2c + λa1c − μa2c) 

 
(3) 

 
 
max   𝜋𝜋 (𝑎𝑎, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝𝐷𝐷 − 𝑎𝑎𝐷𝐷 − 𝑐𝑐𝐷𝐷 
 
s.t. 
𝑝𝑝 ≥ 0 
𝑎𝑎 ≥ 0 
𝑎𝑎 = 0.1 𝑝𝑝 

𝐷𝐷𝑖𝑖(Pi , ai) = αi − βiPi +  γjPj + λiai − μjaj 

که تابع سود است جایگذاری می گردد: که تابع تقاضا است در معادله )3(  معادله )1( 

)4(
 

5 

  D1          (میتصم ریمتغ) دیجد محصول یتقاضا 
  D2          (میتصم ریمتغ)ی میقد محصول یتقاضا 
  π1          (میتصم ریمتغ) اول فروشخرده فروش از حاصل سود 
  π2          (میتصم ریمتغ) دوم فروشخرده فروش از حاصل سود 

 p1           (میتصم ریمتغ) دیجد محصول متیق 
 p2           (میتصم ریمتغ)ی میقد محصول متیق 
 a1           (میتصم ریمتغ) دیجد محصول غاتیتبل نهیهز 
 a2           (میتصم ریمتغ)ی میقد محصول غاتیتبل نهیهز 
 αi           (بالقوه یتقاضا) ثابت عدد 
  βi          یخود محصول متیق به نسبت تقاضاقیمتی  کشش بیضر 
  γi           بیرق محصول متیق به نسبت تقاضا قیمتی کشش بیضر 
  λi           یخود محصول غاتیتبل به نسبت تقاضا قیمتی کشش بیضر 
  μi           بیرق محصول غاتیتبل به نسبت تقاضا قیمتی کشش بیضر 
 

 .(2013 هوانگ،) است( ai) یابیبازار نهیهز و( Pi) متیق از یتابع یمیقد و دیجد محصول یتقاضا
 

(1)      𝐷𝐷𝑖𝑖(Pi , ai) = αi − βiPi + γjPj + λiai − μjaj           𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑗𝑗 = 3 − 𝑖𝑖 

 انفروشخرده یاضیر مدل -3-2
 دیبا هدف گرفتن نظر در با که ،است فروش از حاصل سود نمودنبیشینه  جهینت در و تقاضا بردن بالا فروشخرده هر هدف  

 :گرددیم فیتعر ریز صورتبه سود تابع نیبنابرا .گردد حاصل سود ممیماکز که شوند غیتبل و یگذارمتیق محصولات یطور
      فروشنده سود= درآمد - غاتیتبل نهیهز - دیتول نهیهز 

 
            𝜋𝜋(a, p) = pD − aD − cD (2) 
 

 شده ذکر زین هایتمحدود که است شده آورده لیذ در است مسئله میتصم یرهایمتغ از یتابع خود که سود تابع یاضیر مدل 
 .است

 
 :گرددیم یگذاریجا است سود تابع که( 3) معادله در است تقاضا تابع که( 1) معادله

 
(4) 𝜋𝜋(p, a) = (αp1 − β𝑝𝑝1

2 + γp2p1 + λa1p1 − μa2p1) 
a1 + λ𝑎𝑎1

2 −  μa2a1)                   −(αa1 − βp1a1 + γ p2 
                  −(αc − βp1c + γp2c + λa1c − μa2c) 

 
(3) 

 
 
max   𝜋𝜋 (𝑎𝑎, 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝𝐷𝐷 − 𝑎𝑎𝐷𝐷 − 𝑐𝑐𝐷𝐷 
 
s.t. 
𝑝𝑝 ≥ 0 
𝑎𝑎 ≥ 0 
𝑎𝑎 = 0.1 𝑝𝑝 

𝐷𝐷𝑖𝑖(Pi , ai) = αi − βiPi +  γjPj + λiai − μjaj 

گرفته شده است،  10 درصد از قیمت فروش محصول در نظر   به منظور حل مدل هزینه تبلیغات 
کلیت مدل، پارامترها و متغیرها با اندیس  از طرف دیگر به منظور سادگی و بدون از دست رفتن 

1 مربوط به محصول جدید است، بنابراین مدل به صورت زیر تغییر می نماید:

)5( 

6 

 
منظور سادگی و از طرف دیگر به ،استدر نظر گرفته شده محصولفروش  متیق از درصد 10 اتغیتبل نهیهز منظور حل مدلبه 

 رییتغ ریز صورتبه مدل است، بنابراین دیجد محصول به مربوط 1 سیاند با  رهایمتغ و پارامترهاکلیت مدل،  دست رفتنبدون از 
 :نمایدمی
 
(5) D1 = α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + λ1(0.1 P1) − μ2(0.1 P2) 

 
 :(، خواهیم داشت2) سود معادله در( 5)معادله  ییریافتهتغ 𝐷𝐷1 یگذاریجابا 
 
 
(6) 

𝜋𝜋1 = p1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 
        −0.1p1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 

        −C1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 
 

 :به شرح زیر خواهد شد یابیبازار نهیهز گرفتن نظر در با اول فروشخرده سود معادله(، 6بنابراین معادله )
(7) 𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1P1
2 − 0.09μ2P2P1 − C1α1 + C1β1P1 − C1γ2𝑝𝑝2

− (0.1)C1λ1𝑝𝑝1 + (0.1)μ2P2C1 
 

 :خواهد شد ریز قرار به )محصول قدیمی( دوم فروشخرده سود معادلههمچنین 
 
(8) π2 = 0.9P2α2 − 0.9β2P2 + 0.9γ1P1P2 − 0.09P1P2μ1 + 0.09𝜆𝜆2P2 − C2α2 + C2β2P2 − 𝐶𝐶2γ1𝑝𝑝1

+ 0.1P1μ1C1 − 0.1𝜆𝜆2P2𝐶𝐶2 
 

 نش یباز -3-3
 و دیآ به دست نهیبه صورتبه دو هر سود کهیطوربه کنند یگذارمتیق زمانهم طوربه بخواهند فروشخرده دو که یزمان 

 سود زمانهم طوربه و شده انجام یگذارمتیق نش تعادل یباز قیطر از. باشد شانیاصل هدف دو هر یتقاضا شدن حداکثر
 سود صورت آن در چون ندارند تغییر تصمیم به لیتما فروشخرده دو نیا از یکیچه روش نیا در .شودیم حاصل دو هر نهیبه

 : است ریز صورتبه نش یباز مدل  خواهد یافت. کاهش بازیکن
 
 
 
 
 
(9) 

 
 

max 𝜋𝜋1 = p1D1 − a1D1 − C1D1 
s.t. 
p1 ≥ 0 
a1 ≥ 0 
a1 = 0.1 p1 
𝐷𝐷(𝑃𝑃1 ,𝑎𝑎1) = 𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1𝑃𝑃1 + 𝛾𝛾1𝑃𝑃2 + 𝜆𝜆1𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇1𝑎𝑎2 

 
max 𝜋𝜋2 = p2D2 − a2D2 − C2D2 
s.t. 
p2 ≥ 0 
a2 ≥ 0 
a2 = 0.1 p2 
𝐷𝐷(𝑃𝑃2 ,𝑎𝑎2) = 𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2𝑃𝑃1 +  𝛾𝛾2𝑃𝑃2 + 𝜆𝜆2𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇2𝑎𝑎2 

با جایگذاری تغییریافته )معادله 5( در معادله سود )2(، خواهیم داشت:

)6(
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منظور سادگی و از طرف دیگر به ،استدر نظر گرفته شده محصولفروش  متیق از درصد 10 اتغیتبل نهیهز منظور حل مدلبه 

 رییتغ ریز صورتبه مدل است، بنابراین دیجد محصول به مربوط 1 سیاند با  رهایمتغ و پارامترهاکلیت مدل،  دست رفتنبدون از 
 :نمایدمی
 
(5) D1 = α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + λ1(0.1 P1) − μ2(0.1 P2) 

 
 :(، خواهیم داشت2) سود معادله در( 5)معادله  ییریافتهتغ 𝐷𝐷1 یگذاریجابا 
 
 
(6) 

𝜋𝜋1 = p1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 
        −0.1p1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 

        −C1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 
 

 :به شرح زیر خواهد شد یابیبازار نهیهز گرفتن نظر در با اول فروشخرده سود معادله(، 6بنابراین معادله )
(7) 𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1P1
2 − 0.09μ2P2P1 − C1α1 + C1β1P1 − C1γ2𝑝𝑝2

− (0.1)C1λ1𝑝𝑝1 + (0.1)μ2P2C1 
 

 :خواهد شد ریز قرار به )محصول قدیمی( دوم فروشخرده سود معادلههمچنین 
 
(8) π2 = 0.9P2α2 − 0.9β2P2 + 0.9γ1P1P2 − 0.09P1P2μ1 + 0.09𝜆𝜆2P2 − C2α2 + C2β2P2 − 𝐶𝐶2γ1𝑝𝑝1

+ 0.1P1μ1C1 − 0.1𝜆𝜆2P2𝐶𝐶2 
 

 نش یباز -3-3
 و دیآ به دست نهیبه صورتبه دو هر سود کهیطوربه کنند یگذارمتیق زمانهم طوربه بخواهند فروشخرده دو که یزمان 

 سود زمانهم طوربه و شده انجام یگذارمتیق نش تعادل یباز قیطر از. باشد شانیاصل هدف دو هر یتقاضا شدن حداکثر
 سود صورت آن در چون ندارند تغییر تصمیم به لیتما فروشخرده دو نیا از یکیچه روش نیا در .شودیم حاصل دو هر نهیبه

 : است ریز صورتبه نش یباز مدل  خواهد یافت. کاهش بازیکن
 
 
 
 
 
(9) 

 
 

max 𝜋𝜋1 = p1D1 − a1D1 − C1D1 
s.t. 
p1 ≥ 0 
a1 ≥ 0 
a1 = 0.1 p1 
𝐷𝐷(𝑃𝑃1 ,𝑎𝑎1) = 𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1𝑃𝑃1 + 𝛾𝛾1𝑃𝑃2 + 𝜆𝜆1𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇1𝑎𝑎2 

 
max 𝜋𝜋2 = p2D2 − a2D2 − C2D2 
s.t. 
p2 ≥ 0 
a2 ≥ 0 
a2 = 0.1 p2 
𝐷𝐷(𝑃𝑃2 ,𝑎𝑎2) = 𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2𝑃𝑃1 +  𝛾𝛾2𝑃𝑃2 + 𝜆𝜆2𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇2𝑎𝑎2 



یه بازه 11 یابی مزاب   ایا با میق ااه می نت  هماهنهی ظامسا هاه تسم  گ م ه و بایم 

زیر  به شرح  بازاریابی  گرفتن هزینه  با در نظر  اول  بنابراین معادله )6(، معادله سود خرده فروش 
خواهد شد:

)7(
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منظور سادگی و از طرف دیگر به ،استدر نظر گرفته شده محصولفروش  متیق از درصد 10 اتغیتبل نهیهز منظور حل مدلبه 

 رییتغ ریز صورتبه مدل است، بنابراین دیجد محصول به مربوط 1 سیاند با  رهایمتغ و پارامترهاکلیت مدل،  دست رفتنبدون از 
 :نمایدمی
 
(5) D1 = α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + λ1(0.1 P1) − μ2(0.1 P2) 

 
 :(، خواهیم داشت2) سود معادله در( 5)معادله  ییریافتهتغ 𝐷𝐷1 یگذاریجابا 
 
 
(6) 

𝜋𝜋1 = p1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 
        −0.1p1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 

        −C1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 
 

 :به شرح زیر خواهد شد یابیبازار نهیهز گرفتن نظر در با اول فروشخرده سود معادله(، 6بنابراین معادله )
(7) 𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1P1
2 − 0.09μ2P2P1 − C1α1 + C1β1P1 − C1γ2𝑝𝑝2

− (0.1)C1λ1𝑝𝑝1 + (0.1)μ2P2C1 
 

 :خواهد شد ریز قرار به )محصول قدیمی( دوم فروشخرده سود معادلههمچنین 
 
(8) π2 = 0.9P2α2 − 0.9β2P2 + 0.9γ1P1P2 − 0.09P1P2μ1 + 0.09𝜆𝜆2P2 − C2α2 + C2β2P2 − 𝐶𝐶2γ1𝑝𝑝1

+ 0.1P1μ1C1 − 0.1𝜆𝜆2P2𝐶𝐶2 
 

 نش یباز -3-3
 و دیآ به دست نهیبه صورتبه دو هر سود کهیطوربه کنند یگذارمتیق زمانهم طوربه بخواهند فروشخرده دو که یزمان 

 سود زمانهم طوربه و شده انجام یگذارمتیق نش تعادل یباز قیطر از. باشد شانیاصل هدف دو هر یتقاضا شدن حداکثر
 سود صورت آن در چون ندارند تغییر تصمیم به لیتما فروشخرده دو نیا از یکیچه روش نیا در .شودیم حاصل دو هر نهیبه

 : است ریز صورتبه نش یباز مدل  خواهد یافت. کاهش بازیکن
 
 
 
 
 
(9) 

 
 

max 𝜋𝜋1 = p1D1 − a1D1 − C1D1 
s.t. 
p1 ≥ 0 
a1 ≥ 0 
a1 = 0.1 p1 
𝐷𝐷(𝑃𝑃1 ,𝑎𝑎1) = 𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1𝑃𝑃1 + 𝛾𝛾1𝑃𝑃2 + 𝜆𝜆1𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇1𝑎𝑎2 

 
max 𝜋𝜋2 = p2D2 − a2D2 − C2D2 
s.t. 
p2 ≥ 0 
a2 ≥ 0 
a2 = 0.1 p2 
𝐷𝐷(𝑃𝑃2 ,𝑎𝑎2) = 𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2𝑃𝑃1 +  𝛾𝛾2𝑃𝑃2 + 𝜆𝜆2𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇2𝑎𝑎2 

همچنین معادله سود خرده فروش دوم )محصول قدیمی( به قرار زیر خواهد شد:
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منظور سادگی و از طرف دیگر به ،استدر نظر گرفته شده محصولفروش  متیق از درصد 10 اتغیتبل نهیهز منظور حل مدلبه 

 رییتغ ریز صورتبه مدل است، بنابراین دیجد محصول به مربوط 1 سیاند با  رهایمتغ و پارامترهاکلیت مدل،  دست رفتنبدون از 
 :نمایدمی
 
(5) D1 = α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + λ1(0.1 P1) − μ2(0.1 P2) 

 
 :(، خواهیم داشت2) سود معادله در( 5)معادله  ییریافتهتغ 𝐷𝐷1 یگذاریجابا 
 
 
(6) 

𝜋𝜋1 = p1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 
        −0.1p1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 

        −C1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 
 

 :به شرح زیر خواهد شد یابیبازار نهیهز گرفتن نظر در با اول فروشخرده سود معادله(، 6بنابراین معادله )
(7) 𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1P1
2 − 0.09μ2P2P1 − C1α1 + C1β1P1 − C1γ2𝑝𝑝2

− (0.1)C1λ1𝑝𝑝1 + (0.1)μ2P2C1 
 

 :خواهد شد ریز قرار به )محصول قدیمی( دوم فروشخرده سود معادلههمچنین 
 
(8) π2 = 0.9P2α2 − 0.9β2P2 + 0.9γ1P1P2 − 0.09P1P2μ1 + 0.09𝜆𝜆2P2 − C2α2 + C2β2P2 − 𝐶𝐶2γ1𝑝𝑝1

+ 0.1P1μ1C1 − 0.1𝜆𝜆2P2𝐶𝐶2 
 

 نش یباز -3-3
 و دیآ به دست نهیبه صورتبه دو هر سود کهیطوربه کنند یگذارمتیق زمانهم طوربه بخواهند فروشخرده دو که یزمان 

 سود زمانهم طوربه و شده انجام یگذارمتیق نش تعادل یباز قیطر از. باشد شانیاصل هدف دو هر یتقاضا شدن حداکثر
 سود صورت آن در چون ندارند تغییر تصمیم به لیتما فروشخرده دو نیا از یکیچه روش نیا در .شودیم حاصل دو هر نهیبه

 : است ریز صورتبه نش یباز مدل  خواهد یافت. کاهش بازیکن
 
 
 
 
 
(9) 

 
 

max 𝜋𝜋1 = p1D1 − a1D1 − C1D1 
s.t. 
p1 ≥ 0 
a1 ≥ 0 
a1 = 0.1 p1 
𝐷𝐷(𝑃𝑃1 ,𝑎𝑎1) = 𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1𝑃𝑃1 + 𝛾𝛾1𝑃𝑃2 + 𝜆𝜆1𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇1𝑎𝑎2 

 
max 𝜋𝜋2 = p2D2 − a2D2 − C2D2 
s.t. 
p2 ≥ 0 
a2 ≥ 0 
a2 = 0.1 p2 
𝐷𝐷(𝑃𝑃2 ,𝑎𝑎2) = 𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2𝑃𝑃1 +  𝛾𝛾2𝑃𝑃2 + 𝜆𝜆2𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇2𝑎𝑎2 

3-3. بازی نش

دو  هر  سود  به طوری که  کنند  قیمت گذاری  هم زمان  به طور  بخواهند  خرده فروش  دو  که  زمانی 
از طریق  کثر شدن تقاضای هر دو هدف اصلی شان باشد.  آید و حدا بهینه به دست  به صورت 
دو حاصل می شود.  هر  بهینه  به طور هم زمان سود  و  انجام شده  قیمت گذاری  تعادل نش  بازی 
وش هیچ یک از این دو خرده فروش تمایل به تغییر تصمیم ندارند چون در آن صورت  در این ر

کاهش خواهد یافت. مدل بازی نش به صورت زیر است:  سود بازیکن 
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منظور سادگی و از طرف دیگر به ،استدر نظر گرفته شده محصولفروش  متیق از درصد 10 اتغیتبل نهیهز منظور حل مدلبه 

 رییتغ ریز صورتبه مدل است، بنابراین دیجد محصول به مربوط 1 سیاند با  رهایمتغ و پارامترهاکلیت مدل،  دست رفتنبدون از 
 :نمایدمی
 
(5) D1 = α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + λ1(0.1 P1) − μ2(0.1 P2) 

 
 :(، خواهیم داشت2) سود معادله در( 5)معادله  ییریافتهتغ 𝐷𝐷1 یگذاریجابا 
 
 
(6) 

𝜋𝜋1 = p1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 
        −0.1p1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 

        −C1(α1 − β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + 0.1γ1𝑝𝑝1 − 0.1μ1P2) 
 

 :به شرح زیر خواهد شد یابیبازار نهیهز گرفتن نظر در با اول فروشخرده سود معادله(، 6بنابراین معادله )
(7) 𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1P1
2 − 0.09μ2P2P1 − C1α1 + C1β1P1 − C1γ2𝑝𝑝2

− (0.1)C1λ1𝑝𝑝1 + (0.1)μ2P2C1 
 

 :خواهد شد ریز قرار به )محصول قدیمی( دوم فروشخرده سود معادلههمچنین 
 
(8) π2 = 0.9P2α2 − 0.9β2P2 + 0.9γ1P1P2 − 0.09P1P2μ1 + 0.09𝜆𝜆2P2 − C2α2 + C2β2P2 − 𝐶𝐶2γ1𝑝𝑝1

+ 0.1P1μ1C1 − 0.1𝜆𝜆2P2𝐶𝐶2 
 

 نش یباز -3-3
 و دیآ به دست نهیبه صورتبه دو هر سود کهیطوربه کنند یگذارمتیق زمانهم طوربه بخواهند فروشخرده دو که یزمان 

 سود زمانهم طوربه و شده انجام یگذارمتیق نش تعادل یباز قیطر از. باشد شانیاصل هدف دو هر یتقاضا شدن حداکثر
 سود صورت آن در چون ندارند تغییر تصمیم به لیتما فروشخرده دو نیا از یکیچه روش نیا در .شودیم حاصل دو هر نهیبه

 : است ریز صورتبه نش یباز مدل  خواهد یافت. کاهش بازیکن
 
 
 
 
 
(9) 

 
 

max 𝜋𝜋1 = p1D1 − a1D1 − C1D1 
s.t. 
p1 ≥ 0 
a1 ≥ 0 
a1 = 0.1 p1 
𝐷𝐷(𝑃𝑃1 ,𝑎𝑎1) = 𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1𝑃𝑃1 + 𝛾𝛾1𝑃𝑃2 + 𝜆𝜆1𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇1𝑎𝑎2 

 
max 𝜋𝜋2 = p2D2 − a2D2 − C2D2 
s.t. 
p2 ≥ 0 
a2 ≥ 0 
a2 = 0.1 p2 
𝐷𝐷(𝑃𝑃2 ,𝑎𝑎2) = 𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2𝑃𝑃1 +  𝛾𝛾2𝑃𝑃2 + 𝜆𝜆2𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇2𝑎𝑎2 
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3-4. بازی استکلبرگ محصول جدید

در این مدل خرده فروش  اول )محصول جدید( نقش رهبر را به خود می گیرد بنابراین خرده فروش 
به خرده فروش دوم )محصول  را  کثر سود خود، قیمت مورد نظر خود  گرفتن حدا با در نظر  اول 
که در نقش پیرو قرار دارد با توجه به استراتژی رهبر  قدیمی( تحمیل می نماید و خرده فروش دوم 

و تمامی جوانب، قیمت خود را بهینه می کند.
در این حالت ابتدا قیمت و هزینه بازاریابی محصول جدید به دست می آید سپس محصول 

کتورهای محصول جدید تصمیم گیری می کند. گرفتن فا با در نظر  قدیمی 

)10(
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 محصول جدید استکلبرگ یباز -3-4

 حداکثر گرفتن نظر در با فروش اولخرده ینبنابرا گیردیم خود بهرا  رهبر نقشاول )محصول جدید(  فروشخرده مدل نیا در
 قرار رویپ نقش در که دوم فروشخرده و نمایدفروش دوم )محصول قدیمی( تحمیل میبه خرده را خود نظر مورد متیق خود، سود
 .کندیم بهینه را خود متیق ،جوانب یتمام و رهبر یاستراتژ به توجه با دارد
 یفاکتورها گرفتن نظر در با یمیقد محصول سپس دیآیم به دست دیجد محصول یابیبازار نهیهز و متیق ابتدا حالت نیا در

 .کندیم یریگمیتصم دیجد محصول
 
 
 
 
 
(10) 
 

Max 𝜋𝜋1 = 𝑝𝑝1D1 − a1D1 − C1D1 
s.t. 
𝑝𝑝1 ≥ 0 
a1 ≥ 0 
a1 = 0.1 𝑝𝑝1 
𝐷𝐷(𝑃𝑃1 ,𝑎𝑎1) = 𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1𝑝𝑝1 +  𝛾𝛾1𝑝𝑝2 + 𝜆𝜆1𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇1𝑎𝑎2 

 
(𝑃𝑃2 , 𝑎𝑎2) ∈ arg  Max 𝜋𝜋2 = 𝑝𝑝2D2 − a2D2 − C2D2 
s.t. 
𝑝𝑝2 ≥ 0 
a2 ≥ 0 
a2 = 0.1 𝑝𝑝2 
𝐷𝐷(𝑃𝑃2 ,𝑎𝑎2) = 𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2𝑝𝑝1 + 𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 𝜆𝜆2𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇2𝑎𝑎2 

 
 محصول قدیمی استکلبرگ یباز -3-5

 فروش اولخرده بعد و شودیم انیب دوم( فروشخردهی )میقد محصول یاستراتژ ابتدا یعنی ،است قبل حالت عکس حالت نیا
نماید پس از میفروش اول که در نقش پیرو ایفای نقش به عبارت دیگر خرده. دهدیم ن( واکنش خود را نشادیجد محصول)

 گردد:تواند تصمیم خود را اتخاذ نماید. بنابراین مدل ریاضی این حالت به شرح زیر بیان میفروش دوم میخرده

(11) 

Max 𝜋𝜋2 = 𝑝𝑝2D2 − a2D2 − C2D2 
s.t. 
𝑝𝑝2 ≥ 0 
a2 ≥ 0 
a2 = 0.1 p2 
𝐷𝐷(𝑃𝑃2 ,𝑎𝑎2) = 𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2𝑝𝑝1 + 𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 𝜆𝜆2𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇2𝑎𝑎2 

 
(𝑝𝑝1 , 𝑎𝑎1) ∈ arg  Max 𝜋𝜋1 = 𝑝𝑝1D1 − a1D1 − C1D1 
s.t. 
𝑝𝑝1 ≥ 0 
a1 ≥ 0 
a1 = 0.1 𝑝𝑝1 
𝐷𝐷(𝑃𝑃1 ,𝑎𝑎1) = 𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1𝑝𝑝1 +  𝛾𝛾1𝑝𝑝2 + 𝜆𝜆1𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇1𝑎𝑎2 

 
 

 بازی با همکاری  -3-6
 نیا در .برسد سود حداکثر به در مجموع محصول دو هر که هستند نیا دنبال به گریکدی یهمکار با فروشخردهدو  روش نیا در

 معادلات که شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از کل سود .است فروشخرده دو سود مجموع بردن بالا هدف روش
  .است شده داده نشان زیر رابطه در یهمکار با یباز روش در سود

3-5. بازی استکلبرگ محصول قدیمی

استراتژی محصول قدیمی )خرده فروش دوم(  ابتدا  یعنی  قبل است،  این حالت عکس حالت 
کنش خود را نشان می دهد. به عبارت  بیان می شود و بعد خرده فروش اول )محصول جدید( وا
از خرده فروش دوم می تواند  ایفای نقش می نماید پس  پیرو  که در نقش  اول  دیگر خرده فروش 

تصمیم خود را اتخاذ نماید. بنابراین مدل ریاضی این حالت به شرح زیر بیان می گردد:



یه بازه 13 یابی مزاب   ایا با میق ااه می نت  هماهنهی ظامسا هاه تسم  گ م ه و بایم 
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 محصول جدید استکلبرگ یباز -3-4

 حداکثر گرفتن نظر در با فروش اولخرده ینبنابرا گیردیم خود بهرا  رهبر نقشاول )محصول جدید(  فروشخرده مدل نیا در
 قرار رویپ نقش در که دوم فروشخرده و نمایدفروش دوم )محصول قدیمی( تحمیل میبه خرده را خود نظر مورد متیق خود، سود
 .کندیم بهینه را خود متیق ،جوانب یتمام و رهبر یاستراتژ به توجه با دارد
 یفاکتورها گرفتن نظر در با یمیقد محصول سپس دیآیم به دست دیجد محصول یابیبازار نهیهز و متیق ابتدا حالت نیا در

 .کندیم یریگمیتصم دیجد محصول
 
 
 
 
 
(10) 
 

Max 𝜋𝜋1 = 𝑝𝑝1D1 − a1D1 − C1D1 
s.t. 
𝑝𝑝1 ≥ 0 
a1 ≥ 0 
a1 = 0.1 𝑝𝑝1 
𝐷𝐷(𝑃𝑃1 ,𝑎𝑎1) = 𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1𝑝𝑝1 +  𝛾𝛾1𝑝𝑝2 + 𝜆𝜆1𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇1𝑎𝑎2 

 
(𝑃𝑃2 , 𝑎𝑎2) ∈ arg  Max 𝜋𝜋2 = 𝑝𝑝2D2 − a2D2 − C2D2 
s.t. 
𝑝𝑝2 ≥ 0 
a2 ≥ 0 
a2 = 0.1 𝑝𝑝2 
𝐷𝐷(𝑃𝑃2 ,𝑎𝑎2) = 𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2𝑝𝑝1 + 𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 𝜆𝜆2𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇2𝑎𝑎2 

 
 محصول قدیمی استکلبرگ یباز -3-5

 فروش اولخرده بعد و شودیم انیب دوم( فروشخردهی )میقد محصول یاستراتژ ابتدا یعنی ،است قبل حالت عکس حالت نیا
نماید پس از میفروش اول که در نقش پیرو ایفای نقش به عبارت دیگر خرده. دهدیم ن( واکنش خود را نشادیجد محصول)

 گردد:تواند تصمیم خود را اتخاذ نماید. بنابراین مدل ریاضی این حالت به شرح زیر بیان میفروش دوم میخرده

(11) 

Max 𝜋𝜋2 = 𝑝𝑝2D2 − a2D2 − C2D2 
s.t. 
𝑝𝑝2 ≥ 0 
a2 ≥ 0 
a2 = 0.1 p2 
𝐷𝐷(𝑃𝑃2 ,𝑎𝑎2) = 𝛼𝛼2 − 𝛽𝛽2𝑝𝑝1 + 𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 𝜆𝜆2𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇2𝑎𝑎2 

 
(𝑝𝑝1 , 𝑎𝑎1) ∈ arg  Max 𝜋𝜋1 = 𝑝𝑝1D1 − a1D1 − C1D1 
s.t. 
𝑝𝑝1 ≥ 0 
a1 ≥ 0 
a1 = 0.1 𝑝𝑝1 
𝐷𝐷(𝑃𝑃1 ,𝑎𝑎1) = 𝛼𝛼1 − 𝛽𝛽1𝑝𝑝1 +  𝛾𝛾1𝑝𝑝2 + 𝜆𝜆1𝑎𝑎1 − 𝜇𝜇1𝑎𝑎2 

 
 

 بازی با همکاری  -3-6
 نیا در .برسد سود حداکثر به در مجموع محصول دو هر که هستند نیا دنبال به گریکدی یهمکار با فروشخردهدو  روش نیا در

 معادلات که شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از کل سود .است فروشخرده دو سود مجموع بردن بالا هدف روش
  .است شده داده نشان زیر رابطه در یهمکار با یباز روش در سود

3-6. بازی با همکاری 

در  محصول  دو  هر  که  هستند  این  دنبال  به  یکدیگر  همکاری  با  خرده فروش  دو  وش  ر این  در 
وش هدف بالا بردن مجموع سود دو خرده فروش است.  کثر سود برسد. در این ر مجموع به حدا
با  بازی  وش  ر در  سود  معادلات  که  می شود  حاصل  خرده فروش  دو  سود  مجموع  از  کل  سود 

همکاری در رابطه زیر نشان داده شده است. 

)12(
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(12)  
πc = π1 + π2 = 0.9p1α1 − 0.9β1p1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1p1
2 − 0.09μ2p2p1 − c1α1 + c1β1p1

− c1γ2p2 − 0.1c1λ1p1 + 0.1μ2p2c1 + 0.9p2α2 − 0.9β2p2
2 + 0.9γ1p1p2

− 0.09p1p2μ1 + 0.09λ2p2
2 − c2α2 + c2β2p2 − c2γ1p1 + 0.1p1μ1c1 − 0.1λ2p2c2 

 
  مسئله حل -4
 .شد خواهد پرداخته قبل بخش از یشنهادیپ یهامدل حل به بخش نیا در
 

 حل بازی نش -4-1
P1 آوردن دست به یبرا شد، محاسبه یکل حالت در سود بعتا 

 قرار صفر یمساو و گرفته مشتق 𝑎𝑎1 و p1 برحسب π1 تابع از ،∗
 طوربه یمیقد و دیجد محصول متیق است معروف نش تعادل به که حالت نیا در. کنیمیم محاسبه را 𝑎𝑎1 و p1 و دهیمیم

 :میریگیم مشتق متیق برحسب سود تابع از نیبنابرا  .گرددیم محاسبه زمانهم
 

(13) 𝜕𝜕𝜋𝜋1
𝜕𝜕𝑃𝑃1

= α1 − 2β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + (0.2)λ1𝑝𝑝1 − (0.1)μ2P2 − (0.1)α1 + (0.2)β1P1 − (0.1)γ2𝑝𝑝2

− (0.02)λ1𝑝𝑝1 + (0.01)μ2P2 + C1β1 − (0.1)C1λ1 = 0 

  :دیآیم به دست نش حالت در دیجد محصول متیق معادله قیطر نیبد
(14) p1

∗ =
0.9α1 + 0.9γ2𝑝𝑝2 − 0.09μ2P2 + C1β1 − 0.1C1λ1

1.8β1 − 0.18λ1
 

 : میکنیم محاسبه را a2 و p2 و گرفته مشتق π2 سود تابع از آن غاتیتبل نهیهز و یمیقد محصول متیق محاسبه یبرا
(15) 𝜕𝜕𝜋𝜋2

𝜕𝜕𝑃𝑃2
= α2 − 2β2P2 + γ1𝑝𝑝1 + 0.1𝑝𝑝1μ1 + 0.2𝜆𝜆2P2 − 0.1α2 + 0.2β2P2 − 0.1γ1𝑝𝑝1 + 0.01P1μ1 −

0.02𝜆𝜆2P2 + C2β2 − 0.1𝜆𝜆2C2=0 
 :دیآیم به دست نش تعادل حالت در یمیقد محصول متیق بیترت نیبد
(16) p2

∗ =
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
 

 
 محصول جدید استکلبرگ یباز -4-2

 به توجه با رویپ کنانیباز سپس و. دهدیم ارائه را خود یاستراتژ خود، هدف کردن نهیشیب به توجه با رهبر استکلبرگ یباز در
 .داد خواهند ارائه را یاستراتژ نیبهتر رهبر یاستراتژ

-یم ارائه را خود متیق آن به توجه با یمیقد محصول بعد و کندیم مشخص را متیق رهبر عنوانبه دیجد محصول این حالت در
 از و میکن یگذاریجا π1 تابع در را (16)معادله  نش تعادل حالت در آمدهدستبه  P2 تابع بایستمی هدف نیا به لین یبرا  .دهد

P1 تابع قیطر نیا
  .میآور دست به را ∗

 :گرددیم یگذاریجا( 7 معادله) π1 عادلهم درP2  (16 )  معادله
 

(17) 

𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1
2 + 0.9γ2P1 (

0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2
1.8β2 − 0.18λ2

) 

+ 0.09λ1𝑃𝑃1
2 − 0.09μ2P1 (0.9α2+0.9γ1𝑝𝑝1−0.09P1μ1+C2β2−0.1λ2C2

1.8β2−0.18λ2
) − C1α1 + C1β1P1 − 0.1𝐶𝐶1λ1𝑝𝑝1 

−C1γ2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

+0.1μ2C2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

4. حل مساله 

در این بخش به حل مدل های پیشنهادی از بخش قبل پرداخته خواهد شد.

4-1. حل بازی نش

گرفته و  کلی محاسبه شد، برای به دست آوردن، از تابع برحسب P1 مشتق  تابع سود در حالت 
که به تعادل نش معروف است  مساوی صفر قرار می دهیم و P1 را محاسبه می کنیم .در این حالت 
قیمت محصول جدید و قدیمی به طور هم زمان محاسبه می گردد. بنابراین از تابع سود برحسب 

می گیریم: مشتق  قیمت 
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(12)  
πc = π1 + π2 = 0.9p1α1 − 0.9β1p1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1p1
2 − 0.09μ2p2p1 − c1α1 + c1β1p1

− c1γ2p2 − 0.1c1λ1p1 + 0.1μ2p2c1 + 0.9p2α2 − 0.9β2p2
2 + 0.9γ1p1p2

− 0.09p1p2μ1 + 0.09λ2p2
2 − c2α2 + c2β2p2 − c2γ1p1 + 0.1p1μ1c1 − 0.1λ2p2c2 

 
  مسئله حل -4
 .شد خواهد پرداخته قبل بخش از یشنهادیپ یهامدل حل به بخش نیا در
 

 حل بازی نش -4-1
P1 آوردن دست به یبرا شد، محاسبه یکل حالت در سود بعتا 

 قرار صفر یمساو و گرفته مشتق 𝑎𝑎1 و p1 برحسب π1 تابع از ،∗
 طوربه یمیقد و دیجد محصول متیق است معروف نش تعادل به که حالت نیا در. کنیمیم محاسبه را 𝑎𝑎1 و p1 و دهیمیم

 :میریگیم مشتق متیق برحسب سود تابع از نیبنابرا  .گرددیم محاسبه زمانهم
 

(13) 𝜕𝜕𝜋𝜋1
𝜕𝜕𝑃𝑃1

= α1 − 2β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + (0.2)λ1𝑝𝑝1 − (0.1)μ2P2 − (0.1)α1 + (0.2)β1P1 − (0.1)γ2𝑝𝑝2

− (0.02)λ1𝑝𝑝1 + (0.01)μ2P2 + C1β1 − (0.1)C1λ1 = 0 

  :دیآیم به دست نش حالت در دیجد محصول متیق معادله قیطر نیبد
(14) p1

∗ =
0.9α1 + 0.9γ2𝑝𝑝2 − 0.09μ2P2 + C1β1 − 0.1C1λ1

1.8β1 − 0.18λ1
 

 : میکنیم محاسبه را a2 و p2 و گرفته مشتق π2 سود تابع از آن غاتیتبل نهیهز و یمیقد محصول متیق محاسبه یبرا
(15) 𝜕𝜕𝜋𝜋2

𝜕𝜕𝑃𝑃2
= α2 − 2β2P2 + γ1𝑝𝑝1 + 0.1𝑝𝑝1μ1 + 0.2𝜆𝜆2P2 − 0.1α2 + 0.2β2P2 − 0.1γ1𝑝𝑝1 + 0.01P1μ1 −

0.02𝜆𝜆2P2 + C2β2 − 0.1𝜆𝜆2C2=0 
 :دیآیم به دست نش تعادل حالت در یمیقد محصول متیق بیترت نیبد
(16) p2

∗ =
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
 

 
 محصول جدید استکلبرگ یباز -4-2

 به توجه با رویپ کنانیباز سپس و. دهدیم ارائه را خود یاستراتژ خود، هدف کردن نهیشیب به توجه با رهبر استکلبرگ یباز در
 .داد خواهند ارائه را یاستراتژ نیبهتر رهبر یاستراتژ

-یم ارائه را خود متیق آن به توجه با یمیقد محصول بعد و کندیم مشخص را متیق رهبر عنوانبه دیجد محصول این حالت در
 از و میکن یگذاریجا π1 تابع در را (16)معادله  نش تعادل حالت در آمدهدستبه  P2 تابع بایستمی هدف نیا به لین یبرا  .دهد

P1 تابع قیطر نیا
  .میآور دست به را ∗

 :گرددیم یگذاریجا( 7 معادله) π1 عادلهم درP2  (16 )  معادله
 

(17) 

𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1
2 + 0.9γ2P1 (

0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2
1.8β2 − 0.18λ2

) 

+ 0.09λ1𝑃𝑃1
2 − 0.09μ2P1 (0.9α2+0.9γ1𝑝𝑝1−0.09P1μ1+C2β2−0.1λ2C2

1.8β2−0.18λ2
) − C1α1 + C1β1P1 − 0.1𝐶𝐶1λ1𝑝𝑝1 

−C1γ2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

+0.1μ2C2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

به این طریق معادله قیمت محصول جدید در حالت نش به دست می آید: 
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(12)  
πc = π1 + π2 = 0.9p1α1 − 0.9β1p1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1p1
2 − 0.09μ2p2p1 − c1α1 + c1β1p1

− c1γ2p2 − 0.1c1λ1p1 + 0.1μ2p2c1 + 0.9p2α2 − 0.9β2p2
2 + 0.9γ1p1p2

− 0.09p1p2μ1 + 0.09λ2p2
2 − c2α2 + c2β2p2 − c2γ1p1 + 0.1p1μ1c1 − 0.1λ2p2c2 

 
  مسئله حل -4
 .شد خواهد پرداخته قبل بخش از یشنهادیپ یهامدل حل به بخش نیا در
 

 حل بازی نش -4-1
P1 آوردن دست به یبرا شد، محاسبه یکل حالت در سود بعتا 

 قرار صفر یمساو و گرفته مشتق 𝑎𝑎1 و p1 برحسب π1 تابع از ،∗
 طوربه یمیقد و دیجد محصول متیق است معروف نش تعادل به که حالت نیا در. کنیمیم محاسبه را 𝑎𝑎1 و p1 و دهیمیم

 :میریگیم مشتق متیق برحسب سود تابع از نیبنابرا  .گرددیم محاسبه زمانهم
 

(13) 𝜕𝜕𝜋𝜋1
𝜕𝜕𝑃𝑃1

= α1 − 2β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + (0.2)λ1𝑝𝑝1 − (0.1)μ2P2 − (0.1)α1 + (0.2)β1P1 − (0.1)γ2𝑝𝑝2

− (0.02)λ1𝑝𝑝1 + (0.01)μ2P2 + C1β1 − (0.1)C1λ1 = 0 

  :دیآیم به دست نش حالت در دیجد محصول متیق معادله قیطر نیبد
(14) p1

∗ =
0.9α1 + 0.9γ2𝑝𝑝2 − 0.09μ2P2 + C1β1 − 0.1C1λ1

1.8β1 − 0.18λ1
 

 : میکنیم محاسبه را a2 و p2 و گرفته مشتق π2 سود تابع از آن غاتیتبل نهیهز و یمیقد محصول متیق محاسبه یبرا
(15) 𝜕𝜕𝜋𝜋2

𝜕𝜕𝑃𝑃2
= α2 − 2β2P2 + γ1𝑝𝑝1 + 0.1𝑝𝑝1μ1 + 0.2𝜆𝜆2P2 − 0.1α2 + 0.2β2P2 − 0.1γ1𝑝𝑝1 + 0.01P1μ1 −

0.02𝜆𝜆2P2 + C2β2 − 0.1𝜆𝜆2C2=0 
 :دیآیم به دست نش تعادل حالت در یمیقد محصول متیق بیترت نیبد
(16) p2

∗ =
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
 

 
 محصول جدید استکلبرگ یباز -4-2

 به توجه با رویپ کنانیباز سپس و. دهدیم ارائه را خود یاستراتژ خود، هدف کردن نهیشیب به توجه با رهبر استکلبرگ یباز در
 .داد خواهند ارائه را یاستراتژ نیبهتر رهبر یاستراتژ

-یم ارائه را خود متیق آن به توجه با یمیقد محصول بعد و کندیم مشخص را متیق رهبر عنوانبه دیجد محصول این حالت در
 از و میکن یگذاریجا π1 تابع در را (16)معادله  نش تعادل حالت در آمدهدستبه  P2 تابع بایستمی هدف نیا به لین یبرا  .دهد

P1 تابع قیطر نیا
  .میآور دست به را ∗

 :گرددیم یگذاریجا( 7 معادله) π1 عادلهم درP2  (16 )  معادله
 

(17) 

𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1
2 + 0.9γ2P1 (

0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2
1.8β2 − 0.18λ2

) 

+ 0.09λ1𝑃𝑃1
2 − 0.09μ2P1 (0.9α2+0.9γ1𝑝𝑝1−0.09P1μ1+C2β2−0.1λ2C2

1.8β2−0.18λ2
) − C1α1 + C1β1P1 − 0.1𝐶𝐶1λ1𝑝𝑝1 

−C1γ2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

+0.1μ2C2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

گرفته و P2 را محاسبه  برای محاسبه قیمت محصول قدیمی و هزینه تبلیغات آن از تابع سود مشتق 
: می کنیم 
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(12)  
πc = π1 + π2 = 0.9p1α1 − 0.9β1p1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1p1
2 − 0.09μ2p2p1 − c1α1 + c1β1p1

− c1γ2p2 − 0.1c1λ1p1 + 0.1μ2p2c1 + 0.9p2α2 − 0.9β2p2
2 + 0.9γ1p1p2

− 0.09p1p2μ1 + 0.09λ2p2
2 − c2α2 + c2β2p2 − c2γ1p1 + 0.1p1μ1c1 − 0.1λ2p2c2 

 
  مسئله حل -4
 .شد خواهد پرداخته قبل بخش از یشنهادیپ یهامدل حل به بخش نیا در
 

 حل بازی نش -4-1
P1 آوردن دست به یبرا شد، محاسبه یکل حالت در سود بعتا 

 قرار صفر یمساو و گرفته مشتق 𝑎𝑎1 و p1 برحسب π1 تابع از ،∗
 طوربه یمیقد و دیجد محصول متیق است معروف نش تعادل به که حالت نیا در. کنیمیم محاسبه را 𝑎𝑎1 و p1 و دهیمیم

 :میریگیم مشتق متیق برحسب سود تابع از نیبنابرا  .گرددیم محاسبه زمانهم
 

(13) 𝜕𝜕𝜋𝜋1
𝜕𝜕𝑃𝑃1

= α1 − 2β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + (0.2)λ1𝑝𝑝1 − (0.1)μ2P2 − (0.1)α1 + (0.2)β1P1 − (0.1)γ2𝑝𝑝2

− (0.02)λ1𝑝𝑝1 + (0.01)μ2P2 + C1β1 − (0.1)C1λ1 = 0 

  :دیآیم به دست نش حالت در دیجد محصول متیق معادله قیطر نیبد
(14) p1

∗ =
0.9α1 + 0.9γ2𝑝𝑝2 − 0.09μ2P2 + C1β1 − 0.1C1λ1

1.8β1 − 0.18λ1
 

 : میکنیم محاسبه را a2 و p2 و گرفته مشتق π2 سود تابع از آن غاتیتبل نهیهز و یمیقد محصول متیق محاسبه یبرا
(15) 𝜕𝜕𝜋𝜋2

𝜕𝜕𝑃𝑃2
= α2 − 2β2P2 + γ1𝑝𝑝1 + 0.1𝑝𝑝1μ1 + 0.2𝜆𝜆2P2 − 0.1α2 + 0.2β2P2 − 0.1γ1𝑝𝑝1 + 0.01P1μ1 −

0.02𝜆𝜆2P2 + C2β2 − 0.1𝜆𝜆2C2=0 
 :دیآیم به دست نش تعادل حالت در یمیقد محصول متیق بیترت نیبد
(16) p2

∗ =
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
 

 
 محصول جدید استکلبرگ یباز -4-2

 به توجه با رویپ کنانیباز سپس و. دهدیم ارائه را خود یاستراتژ خود، هدف کردن نهیشیب به توجه با رهبر استکلبرگ یباز در
 .داد خواهند ارائه را یاستراتژ نیبهتر رهبر یاستراتژ

-یم ارائه را خود متیق آن به توجه با یمیقد محصول بعد و کندیم مشخص را متیق رهبر عنوانبه دیجد محصول این حالت در
 از و میکن یگذاریجا π1 تابع در را (16)معادله  نش تعادل حالت در آمدهدستبه  P2 تابع بایستمی هدف نیا به لین یبرا  .دهد

P1 تابع قیطر نیا
  .میآور دست به را ∗

 :گرددیم یگذاریجا( 7 معادله) π1 عادلهم درP2  (16 )  معادله
 

(17) 

𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1
2 + 0.9γ2P1 (

0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2
1.8β2 − 0.18λ2

) 

+ 0.09λ1𝑃𝑃1
2 − 0.09μ2P1 (0.9α2+0.9γ1𝑝𝑝1−0.09P1μ1+C2β2−0.1λ2C2

1.8β2−0.18λ2
) − C1α1 + C1β1P1 − 0.1𝐶𝐶1λ1𝑝𝑝1 

−C1γ2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

+0.1μ2C2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

به این ترتیب قیمت محصول قدیمی در حالت تعادل نش به دست می آید:

)16(

8 

(12)  
πc = π1 + π2 = 0.9p1α1 − 0.9β1p1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1p1
2 − 0.09μ2p2p1 − c1α1 + c1β1p1

− c1γ2p2 − 0.1c1λ1p1 + 0.1μ2p2c1 + 0.9p2α2 − 0.9β2p2
2 + 0.9γ1p1p2

− 0.09p1p2μ1 + 0.09λ2p2
2 − c2α2 + c2β2p2 − c2γ1p1 + 0.1p1μ1c1 − 0.1λ2p2c2 

 
  مسئله حل -4
 .شد خواهد پرداخته قبل بخش از یشنهادیپ یهامدل حل به بخش نیا در
 

 حل بازی نش -4-1
P1 آوردن دست به یبرا شد، محاسبه یکل حالت در سود بعتا 

 قرار صفر یمساو و گرفته مشتق 𝑎𝑎1 و p1 برحسب π1 تابع از ،∗
 طوربه یمیقد و دیجد محصول متیق است معروف نش تعادل به که حالت نیا در. کنیمیم محاسبه را 𝑎𝑎1 و p1 و دهیمیم

 :میریگیم مشتق متیق برحسب سود تابع از نیبنابرا  .گرددیم محاسبه زمانهم
 

(13) 𝜕𝜕𝜋𝜋1
𝜕𝜕𝑃𝑃1

= α1 − 2β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + (0.2)λ1𝑝𝑝1 − (0.1)μ2P2 − (0.1)α1 + (0.2)β1P1 − (0.1)γ2𝑝𝑝2

− (0.02)λ1𝑝𝑝1 + (0.01)μ2P2 + C1β1 − (0.1)C1λ1 = 0 

  :دیآیم به دست نش حالت در دیجد محصول متیق معادله قیطر نیبد
(14) p1

∗ =
0.9α1 + 0.9γ2𝑝𝑝2 − 0.09μ2P2 + C1β1 − 0.1C1λ1

1.8β1 − 0.18λ1
 

 : میکنیم محاسبه را a2 و p2 و گرفته مشتق π2 سود تابع از آن غاتیتبل نهیهز و یمیقد محصول متیق محاسبه یبرا
(15) 𝜕𝜕𝜋𝜋2

𝜕𝜕𝑃𝑃2
= α2 − 2β2P2 + γ1𝑝𝑝1 + 0.1𝑝𝑝1μ1 + 0.2𝜆𝜆2P2 − 0.1α2 + 0.2β2P2 − 0.1γ1𝑝𝑝1 + 0.01P1μ1 −

0.02𝜆𝜆2P2 + C2β2 − 0.1𝜆𝜆2C2=0 
 :دیآیم به دست نش تعادل حالت در یمیقد محصول متیق بیترت نیبد
(16) p2

∗ =
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
 

 
 محصول جدید استکلبرگ یباز -4-2

 به توجه با رویپ کنانیباز سپس و. دهدیم ارائه را خود یاستراتژ خود، هدف کردن نهیشیب به توجه با رهبر استکلبرگ یباز در
 .داد خواهند ارائه را یاستراتژ نیبهتر رهبر یاستراتژ

-یم ارائه را خود متیق آن به توجه با یمیقد محصول بعد و کندیم مشخص را متیق رهبر عنوانبه دیجد محصول این حالت در
 از و میکن یگذاریجا π1 تابع در را (16)معادله  نش تعادل حالت در آمدهدستبه  P2 تابع بایستمی هدف نیا به لین یبرا  .دهد

P1 تابع قیطر نیا
  .میآور دست به را ∗

 :گرددیم یگذاریجا( 7 معادله) π1 عادلهم درP2  (16 )  معادله
 

(17) 

𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1
2 + 0.9γ2P1 (

0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2
1.8β2 − 0.18λ2

) 

+ 0.09λ1𝑃𝑃1
2 − 0.09μ2P1 (0.9α2+0.9γ1𝑝𝑝1−0.09P1μ1+C2β2−0.1λ2C2

1.8β2−0.18λ2
) − C1α1 + C1β1P1 − 0.1𝐶𝐶1λ1𝑝𝑝1 

−C1γ2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

+0.1μ2C2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

4-2. بازی استکلبرگ محصول جدید

کردن هدف خود، استراتژی خود را ارائه می دهد. و  در بازی استکلبرگ رهبر با توجه به بیشینه 
سپس بازیکنان پیرو با توجه به استراتژی رهبر بهترین استراتژی را ارائه خواهند داد.

در این حالت محصول جدید به عنوان رهبر قیمت را مشخص می کند و بعد محصول قدیمی با 
تابع  به دست آمده  به این هدف می بایست  نیل  برای  ارائه می دهد.  را  به آن قیمت خود  توجه 
را به دست  تابع  از این طریق  کنیم و  در حالت تعادل نش )معادله 16( را در تابع جایگذاری 

آوریم. 
معادله )16( در معادله )معادله 7( جایگذاری می گردد:

)17(

8 

(12)  
πc = π1 + π2 = 0.9p1α1 − 0.9β1p1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1p1
2 − 0.09μ2p2p1 − c1α1 + c1β1p1

− c1γ2p2 − 0.1c1λ1p1 + 0.1μ2p2c1 + 0.9p2α2 − 0.9β2p2
2 + 0.9γ1p1p2

− 0.09p1p2μ1 + 0.09λ2p2
2 − c2α2 + c2β2p2 − c2γ1p1 + 0.1p1μ1c1 − 0.1λ2p2c2 

 
  مسئله حل -4
 .شد خواهد پرداخته قبل بخش از یشنهادیپ یهامدل حل به بخش نیا در
 

 حل بازی نش -4-1
P1 آوردن دست به یبرا شد، محاسبه یکل حالت در سود بعتا 

 قرار صفر یمساو و گرفته مشتق 𝑎𝑎1 و p1 برحسب π1 تابع از ،∗
 طوربه یمیقد و دیجد محصول متیق است معروف نش تعادل به که حالت نیا در. کنیمیم محاسبه را 𝑎𝑎1 و p1 و دهیمیم

 :میریگیم مشتق متیق برحسب سود تابع از نیبنابرا  .گرددیم محاسبه زمانهم
 

(13) 𝜕𝜕𝜋𝜋1
𝜕𝜕𝑃𝑃1

= α1 − 2β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + (0.2)λ1𝑝𝑝1 − (0.1)μ2P2 − (0.1)α1 + (0.2)β1P1 − (0.1)γ2𝑝𝑝2

− (0.02)λ1𝑝𝑝1 + (0.01)μ2P2 + C1β1 − (0.1)C1λ1 = 0 

  :دیآیم به دست نش حالت در دیجد محصول متیق معادله قیطر نیبد
(14) p1

∗ =
0.9α1 + 0.9γ2𝑝𝑝2 − 0.09μ2P2 + C1β1 − 0.1C1λ1

1.8β1 − 0.18λ1
 

 : میکنیم محاسبه را a2 و p2 و گرفته مشتق π2 سود تابع از آن غاتیتبل نهیهز و یمیقد محصول متیق محاسبه یبرا
(15) 𝜕𝜕𝜋𝜋2

𝜕𝜕𝑃𝑃2
= α2 − 2β2P2 + γ1𝑝𝑝1 + 0.1𝑝𝑝1μ1 + 0.2𝜆𝜆2P2 − 0.1α2 + 0.2β2P2 − 0.1γ1𝑝𝑝1 + 0.01P1μ1 −

0.02𝜆𝜆2P2 + C2β2 − 0.1𝜆𝜆2C2=0 
 :دیآیم به دست نش تعادل حالت در یمیقد محصول متیق بیترت نیبد
(16) p2

∗ =
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
 

 
 محصول جدید استکلبرگ یباز -4-2

 به توجه با رویپ کنانیباز سپس و. دهدیم ارائه را خود یاستراتژ خود، هدف کردن نهیشیب به توجه با رهبر استکلبرگ یباز در
 .داد خواهند ارائه را یاستراتژ نیبهتر رهبر یاستراتژ

-یم ارائه را خود متیق آن به توجه با یمیقد محصول بعد و کندیم مشخص را متیق رهبر عنوانبه دیجد محصول این حالت در
 از و میکن یگذاریجا π1 تابع در را (16)معادله  نش تعادل حالت در آمدهدستبه  P2 تابع بایستمی هدف نیا به لین یبرا  .دهد

P1 تابع قیطر نیا
  .میآور دست به را ∗

 :گرددیم یگذاریجا( 7 معادله) π1 عادلهم درP2  (16 )  معادله
 

(17) 

𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1
2 + 0.9γ2P1 (

0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2
1.8β2 − 0.18λ2

) 

+ 0.09λ1𝑃𝑃1
2 − 0.09μ2P1 (0.9α2+0.9γ1𝑝𝑝1−0.09P1μ1+C2β2−0.1λ2C2

1.8β2−0.18λ2
) − C1α1 + C1β1P1 − 0.1𝐶𝐶1λ1𝑝𝑝1 

−C1γ2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

+0.1μ2C2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 



یه بازه 15 یابی مزاب   ایا با میق ااه می نت  هماهنهی ظامسا هاه تسم  گ م ه و بایم 

مساوی  سپس  و  گرفته  مشتق  جدید  محصول  قیمت  حسب  بر  اول  خرده فروش  سود  معادله  از 
صفر قرار می دهیم تا قیمت محصول جدید به صورت انحصاری به دست آید:

)18(

8 

(12)  
πc = π1 + π2 = 0.9p1α1 − 0.9β1p1

2 + 0.9γ2p2p1 + 0.09λ1p1
2 − 0.09μ2p2p1 − c1α1 + c1β1p1

− c1γ2p2 − 0.1c1λ1p1 + 0.1μ2p2c1 + 0.9p2α2 − 0.9β2p2
2 + 0.9γ1p1p2

− 0.09p1p2μ1 + 0.09λ2p2
2 − c2α2 + c2β2p2 − c2γ1p1 + 0.1p1μ1c1 − 0.1λ2p2c2 

 
  مسئله حل -4
 .شد خواهد پرداخته قبل بخش از یشنهادیپ یهامدل حل به بخش نیا در
 

 حل بازی نش -4-1
P1 آوردن دست به یبرا شد، محاسبه یکل حالت در سود بعتا 

 قرار صفر یمساو و گرفته مشتق 𝑎𝑎1 و p1 برحسب π1 تابع از ،∗
 طوربه یمیقد و دیجد محصول متیق است معروف نش تعادل به که حالت نیا در. کنیمیم محاسبه را 𝑎𝑎1 و p1 و دهیمیم

 :میریگیم مشتق متیق برحسب سود تابع از نیبنابرا  .گرددیم محاسبه زمانهم
 

(13) 𝜕𝜕𝜋𝜋1
𝜕𝜕𝑃𝑃1

= α1 − 2β1P1 + γ2𝑝𝑝2 + (0.2)λ1𝑝𝑝1 − (0.1)μ2P2 − (0.1)α1 + (0.2)β1P1 − (0.1)γ2𝑝𝑝2

− (0.02)λ1𝑝𝑝1 + (0.01)μ2P2 + C1β1 − (0.1)C1λ1 = 0 

  :دیآیم به دست نش حالت در دیجد محصول متیق معادله قیطر نیبد
(14) p1

∗ =
0.9α1 + 0.9γ2𝑝𝑝2 − 0.09μ2P2 + C1β1 − 0.1C1λ1

1.8β1 − 0.18λ1
 

 : میکنیم محاسبه را a2 و p2 و گرفته مشتق π2 سود تابع از آن غاتیتبل نهیهز و یمیقد محصول متیق محاسبه یبرا
(15) 𝜕𝜕𝜋𝜋2

𝜕𝜕𝑃𝑃2
= α2 − 2β2P2 + γ1𝑝𝑝1 + 0.1𝑝𝑝1μ1 + 0.2𝜆𝜆2P2 − 0.1α2 + 0.2β2P2 − 0.1γ1𝑝𝑝1 + 0.01P1μ1 −

0.02𝜆𝜆2P2 + C2β2 − 0.1𝜆𝜆2C2=0 
 :دیآیم به دست نش تعادل حالت در یمیقد محصول متیق بیترت نیبد
(16) p2

∗ =
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
 

 
 محصول جدید استکلبرگ یباز -4-2

 به توجه با رویپ کنانیباز سپس و. دهدیم ارائه را خود یاستراتژ خود، هدف کردن نهیشیب به توجه با رهبر استکلبرگ یباز در
 .داد خواهند ارائه را یاستراتژ نیبهتر رهبر یاستراتژ

-یم ارائه را خود متیق آن به توجه با یمیقد محصول بعد و کندیم مشخص را متیق رهبر عنوانبه دیجد محصول این حالت در
 از و میکن یگذاریجا π1 تابع در را (16)معادله  نش تعادل حالت در آمدهدستبه  P2 تابع بایستمی هدف نیا به لین یبرا  .دهد

P1 تابع قیطر نیا
  .میآور دست به را ∗

 :گرددیم یگذاریجا( 7 معادله) π1 عادلهم درP2  (16 )  معادله
 

(17) 

𝜋𝜋1 = 0.9p1α1 − 0.9β1P1
2 + 0.9γ2P1 (

0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2
1.8β2 − 0.18λ2

) 

+ 0.09λ1𝑃𝑃1
2 − 0.09μ2P1 (0.9α2+0.9γ1𝑝𝑝1−0.09P1μ1+C2β2−0.1λ2C2

1.8β2−0.18λ2
) − C1α1 + C1β1P1 − 0.1𝐶𝐶1λ1𝑝𝑝1 

−C1γ2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

+0.1μ2C2 (
0.9α2 + 0.9γ1𝑝𝑝1 − 0.09P1μ1 + C2β2 − 0.1λ2C2

1.8β2 − 0.18λ2
) 

قیمت محصول جدید به عنوان رهبر به صورت مستقل به قرار زیر است:
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 محصول متیق تا میدهیم قرار صفر یمساو سپس و گرفته مشتق دیجد محصول متیق حسب بر اول فروشخرده سود معادله از

 :دیآ به دست یانحصار صورتبه دیجد
(18) 𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝑝𝑝1
= 1

1.8𝜇𝜇2 − 0.18λ2
(1.62𝛼𝛼1𝛽𝛽2 − 0.162𝛼𝛼1λ2 − 3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑝𝑝1 + 0.324𝛽𝛽1λ2𝑝𝑝1 + 0.81𝛼𝛼2𝛾𝛾2

+ 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2𝑝𝑝1 − 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2𝑝𝑝1 + 0.9𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝛾𝛾2 − 0.09𝛾𝛾2λ2𝑐𝑐2 + 0.324𝛽𝛽2λ1𝑝𝑝1
− 0.0324λ1λ2𝑝𝑝1 − 0.081𝜇𝜇2𝛼𝛼2 − 0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑝𝑝1 + 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑐𝑐2𝛽𝛽2
+ 0.009𝜇𝜇2λ2𝑐𝑐2 + 1.8𝛽𝛽2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18λ2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18𝛽𝛽2𝑐𝑐1λ1 + 0.018𝑐𝑐1λ1λ2
− 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑐𝑐1 − 0.009𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑐𝑐1) = 0 

 
 :است ریز قرار به مستقل صورتبه رهبر عنوانبه دیجد محصول متیق

𝑃𝑃1
∗ =  1.62𝛼𝛼1𝛽𝛽2 − 0.162𝛼𝛼1λ2 + 0.81𝛼𝛼2𝛾𝛾2 + 0.9𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝛾𝛾2 − 0.09𝛾𝛾2λ2𝑐𝑐2 − 0.081𝜇𝜇2𝛼𝛼2 − 0.09𝜇𝜇2𝑐𝑐2𝛽𝛽2 

3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2 − 0.324𝛽𝛽1λ2 − 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2 + 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2 − 0.324𝛽𝛽2λ1 + 0.0324λ1λ2
+0.009𝜇𝜇2λ2𝑐𝑐2 + 1.8𝛽𝛽2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18λ2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18𝛽𝛽2𝑐𝑐1λ1 + 0.018𝑐𝑐1λ1λ2 − 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛾𝛾2

+0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2 − 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2
 

+0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑐𝑐1 − 0.009𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑐𝑐1

(19) 

 
 قدیمیمحصول  استکلبرگ یباز -4-3

 تا گردد محاسبه مستقل صورتبه دیبا یمیقد محصول متیق ،گیردیم قرار رویپ عنوانبه دیجد محصول که زین دوم حالت در
 در را نش تعادل حالت در آمدهدستبه 𝑃𝑃1 تابع اساس نیا بر. بزند نیتخم را خود محصول متیق بتواند آن حسب بر اول فروشنده

P2 و تابع  میکنیم یگذاریجا 2�𝜕� تابع
 .دیآیم به دست مستقل صورتبه یمیقد محصول متیق همان یعنی ∗

 :گرددیم یگذاریجا( 8)معادله  π2 عادله( در م14)  P1  معادله

𝜕𝜕2 = 0.9𝑝𝑝2𝛼𝛼2 − 0.9𝛽𝛽2𝑝𝑝2
2 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1

1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1
)

−0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) − 0.09λ2𝑝𝑝2
2 − 𝑐𝑐2𝛼𝛼2 

+𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝑝𝑝2 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) 

+0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) − 0.1λ2𝑝𝑝2𝑐𝑐2

(20) 

 محصول متیق محاسبه یبرا تینها در و شودیم گرفته مشتق یمیقد محصول متیق حسب بر دوم فروشنده سود معادله از 
 .ردیگیم قرار صفر یمساو مشتق نیا ،یمیقد

∂𝜕𝜕2
∂𝜌𝜌2

=  1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

(1.62𝛽𝛽1𝛼𝛼2 − 0.162λ1𝛼𝛼2 − 3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝜌𝜌2 + 0.324λ1𝛽𝛽2𝜌𝜌2

+0.81𝛿𝛿1𝛼𝛼1 + 1.62𝛿𝛿1𝛿𝛿2𝜌𝜌2 − 0.162𝛿𝛿1𝜇𝜇2𝜌𝜌2 + 0.9𝛿𝛿1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.09𝛿𝛿1𝑐𝑐1λ1 − 0.081𝜇𝜇1𝛼𝛼1 
−0.162𝜇𝜇1𝛿𝛿2𝜌𝜌2 + 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝜌𝜌2 − 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 + 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1λ1 + 0.324𝛽𝛽1λ1𝜌𝜌2

−0.0324λ1λ2𝜌𝜌2 + 1.8𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑐𝑐2 − 0.18λ1𝑐𝑐2𝛽𝛽2 − 0.9𝑐𝑐2𝛿𝛿1𝛿𝛿2 + 0.09𝑐𝑐2𝛿𝛿1𝜇𝜇2
+0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛿𝛿2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2) = 0

(21) 

 :است ریز قرار به باشد گذاریقیمت یمبنا و رهبر عنوانبه است قرار که مستقل صورتبه یمیقد محصول متیق 
 

(22) 
𝑃𝑃2

∗ = 1.62𝛽𝛽1𝛼𝛼2 − 0.162λ1𝛼𝛼2 + 0.81𝛾𝛾1𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.09𝛾𝛾1𝑐𝑐1λ1 − 0.081𝜇𝜇1𝛼𝛼1
3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2 − 0.324λ1𝛽𝛽2 − 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2 + 0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2

−0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 + 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1λ1 + 1.8𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑐𝑐2 − 0.18λ1𝑐𝑐2𝛽𝛽2 − 0.9𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝛾𝛾2
−0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2 − 0.324𝛽𝛽1λ2 + 0.0324λ1λ2

)19(

4-3. بازی استکلبرگ محصول قدیمی

باید  قدیمی  محصول  قیمت  می گیرد،  قرار  پیرو  به عنوان  جدید  محصول  که  نیز  دوم  حالت  در 
را  خود  محصول  قیمت  بتواند  آن  حسب  بر  اول  فروشنده  تا  گردد  محاسبه  مستقل  به صورت 
جایگذاری  تابع  در  را  نش  تعادل  حالت  در  به دست آمده  تابع  اساس  این  بر  بزند.  تخمین 

می کنیم و تابع یعنی همان قیمت محصول قدیمی به صورت مستقل به دست می آید.

معادله )14( در معادله )معادله 8( جایگذاری می گردد:
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 محصول متیق تا میدهیم قرار صفر یمساو سپس و گرفته مشتق دیجد محصول متیق حسب بر اول فروشخرده سود معادله از

 :دیآ به دست یانحصار صورتبه دیجد
(18) 𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝑝𝑝1
= 1

1.8𝜇𝜇2 − 0.18λ2
(1.62𝛼𝛼1𝛽𝛽2 − 0.162𝛼𝛼1λ2 − 3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑝𝑝1 + 0.324𝛽𝛽1λ2𝑝𝑝1 + 0.81𝛼𝛼2𝛾𝛾2

+ 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2𝑝𝑝1 − 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2𝑝𝑝1 + 0.9𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝛾𝛾2 − 0.09𝛾𝛾2λ2𝑐𝑐2 + 0.324𝛽𝛽2λ1𝑝𝑝1
− 0.0324λ1λ2𝑝𝑝1 − 0.081𝜇𝜇2𝛼𝛼2 − 0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑝𝑝1 + 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑐𝑐2𝛽𝛽2
+ 0.009𝜇𝜇2λ2𝑐𝑐2 + 1.8𝛽𝛽2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18λ2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18𝛽𝛽2𝑐𝑐1λ1 + 0.018𝑐𝑐1λ1λ2
− 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑐𝑐1 − 0.009𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑐𝑐1) = 0 

 
 :است ریز قرار به مستقل صورتبه رهبر عنوانبه دیجد محصول متیق

𝑃𝑃1
∗ =  1.62𝛼𝛼1𝛽𝛽2 − 0.162𝛼𝛼1λ2 + 0.81𝛼𝛼2𝛾𝛾2 + 0.9𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝛾𝛾2 − 0.09𝛾𝛾2λ2𝑐𝑐2 − 0.081𝜇𝜇2𝛼𝛼2 − 0.09𝜇𝜇2𝑐𝑐2𝛽𝛽2 

3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2 − 0.324𝛽𝛽1λ2 − 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2 + 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2 − 0.324𝛽𝛽2λ1 + 0.0324λ1λ2
+0.009𝜇𝜇2λ2𝑐𝑐2 + 1.8𝛽𝛽2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18λ2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18𝛽𝛽2𝑐𝑐1λ1 + 0.018𝑐𝑐1λ1λ2 − 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛾𝛾2

+0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2 − 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2
 

+0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑐𝑐1 − 0.009𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑐𝑐1

(19) 

 
 قدیمیمحصول  استکلبرگ یباز -4-3

 تا گردد محاسبه مستقل صورتبه دیبا یمیقد محصول متیق ،گیردیم قرار رویپ عنوانبه دیجد محصول که زین دوم حالت در
 در را نش تعادل حالت در آمدهدستبه 𝑃𝑃1 تابع اساس نیا بر. بزند نیتخم را خود محصول متیق بتواند آن حسب بر اول فروشنده

P2 و تابع  میکنیم یگذاریجا 2�𝜕� تابع
 .دیآیم به دست مستقل صورتبه یمیقد محصول متیق همان یعنی ∗

 :گرددیم یگذاریجا( 8)معادله  π2 عادله( در م14)  P1  معادله

𝜕𝜕2 = 0.9𝑝𝑝2𝛼𝛼2 − 0.9𝛽𝛽2𝑝𝑝2
2 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1

1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1
)

−0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) − 0.09λ2𝑝𝑝2
2 − 𝑐𝑐2𝛼𝛼2 

+𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝑝𝑝2 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) 

+0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) − 0.1λ2𝑝𝑝2𝑐𝑐2

(20) 

 محصول متیق محاسبه یبرا تینها در و شودیم گرفته مشتق یمیقد محصول متیق حسب بر دوم فروشنده سود معادله از 
 .ردیگیم قرار صفر یمساو مشتق نیا ،یمیقد

∂𝜕𝜕2
∂𝜌𝜌2

=  1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

(1.62𝛽𝛽1𝛼𝛼2 − 0.162λ1𝛼𝛼2 − 3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝜌𝜌2 + 0.324λ1𝛽𝛽2𝜌𝜌2

+0.81𝛿𝛿1𝛼𝛼1 + 1.62𝛿𝛿1𝛿𝛿2𝜌𝜌2 − 0.162𝛿𝛿1𝜇𝜇2𝜌𝜌2 + 0.9𝛿𝛿1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.09𝛿𝛿1𝑐𝑐1λ1 − 0.081𝜇𝜇1𝛼𝛼1 
−0.162𝜇𝜇1𝛿𝛿2𝜌𝜌2 + 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝜌𝜌2 − 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 + 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1λ1 + 0.324𝛽𝛽1λ1𝜌𝜌2

−0.0324λ1λ2𝜌𝜌2 + 1.8𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑐𝑐2 − 0.18λ1𝑐𝑐2𝛽𝛽2 − 0.9𝑐𝑐2𝛿𝛿1𝛿𝛿2 + 0.09𝑐𝑐2𝛿𝛿1𝜇𝜇2
+0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛿𝛿2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2) = 0

(21) 

 :است ریز قرار به باشد گذاریقیمت یمبنا و رهبر عنوانبه است قرار که مستقل صورتبه یمیقد محصول متیق 
 

(22) 
𝑃𝑃2

∗ = 1.62𝛽𝛽1𝛼𝛼2 − 0.162λ1𝛼𝛼2 + 0.81𝛾𝛾1𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.09𝛾𝛾1𝑐𝑐1λ1 − 0.081𝜇𝜇1𝛼𝛼1
3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2 − 0.324λ1𝛽𝛽2 − 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2 + 0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2

−0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 + 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1λ1 + 1.8𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑐𝑐2 − 0.18λ1𝑐𝑐2𝛽𝛽2 − 0.9𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝛾𝛾2
−0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2 − 0.324𝛽𝛽1λ2 + 0.0324λ1λ2

)20(

گرفته می شود و در نهایت   از معادله سود فروشنده دوم بر حسب قیمت محصول قدیمی مشتق 
برای محاسبه قیمت محصول قدیمی، این مشتق مساوی صفر قرار می گیرد.
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 محصول متیق تا میدهیم قرار صفر یمساو سپس و گرفته مشتق دیجد محصول متیق حسب بر اول فروشخرده سود معادله از

 :دیآ به دست یانحصار صورتبه دیجد
(18) 𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝑝𝑝1
= 1

1.8𝜇𝜇2 − 0.18λ2
(1.62𝛼𝛼1𝛽𝛽2 − 0.162𝛼𝛼1λ2 − 3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑝𝑝1 + 0.324𝛽𝛽1λ2𝑝𝑝1 + 0.81𝛼𝛼2𝛾𝛾2

+ 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2𝑝𝑝1 − 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2𝑝𝑝1 + 0.9𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝛾𝛾2 − 0.09𝛾𝛾2λ2𝑐𝑐2 + 0.324𝛽𝛽2λ1𝑝𝑝1
− 0.0324λ1λ2𝑝𝑝1 − 0.081𝜇𝜇2𝛼𝛼2 − 0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑝𝑝1 + 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑐𝑐2𝛽𝛽2
+ 0.009𝜇𝜇2λ2𝑐𝑐2 + 1.8𝛽𝛽2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18λ2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18𝛽𝛽2𝑐𝑐1λ1 + 0.018𝑐𝑐1λ1λ2
− 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑐𝑐1 − 0.009𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑐𝑐1) = 0 

 
 :است ریز قرار به مستقل صورتبه رهبر عنوانبه دیجد محصول متیق

𝑃𝑃1
∗ =  1.62𝛼𝛼1𝛽𝛽2 − 0.162𝛼𝛼1λ2 + 0.81𝛼𝛼2𝛾𝛾2 + 0.9𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝛾𝛾2 − 0.09𝛾𝛾2λ2𝑐𝑐2 − 0.081𝜇𝜇2𝛼𝛼2 − 0.09𝜇𝜇2𝑐𝑐2𝛽𝛽2 

3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2 − 0.324𝛽𝛽1λ2 − 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2 + 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2 − 0.324𝛽𝛽2λ1 + 0.0324λ1λ2
+0.009𝜇𝜇2λ2𝑐𝑐2 + 1.8𝛽𝛽2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18λ2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18𝛽𝛽2𝑐𝑐1λ1 + 0.018𝑐𝑐1λ1λ2 − 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛾𝛾2

+0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2 − 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2
 

+0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑐𝑐1 − 0.009𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑐𝑐1

(19) 

 
 قدیمیمحصول  استکلبرگ یباز -4-3

 تا گردد محاسبه مستقل صورتبه دیبا یمیقد محصول متیق ،گیردیم قرار رویپ عنوانبه دیجد محصول که زین دوم حالت در
 در را نش تعادل حالت در آمدهدستبه 𝑃𝑃1 تابع اساس نیا بر. بزند نیتخم را خود محصول متیق بتواند آن حسب بر اول فروشنده

P2 و تابع  میکنیم یگذاریجا 2�𝜕� تابع
 .دیآیم به دست مستقل صورتبه یمیقد محصول متیق همان یعنی ∗

 :گرددیم یگذاریجا( 8)معادله  π2 عادله( در م14)  P1  معادله

𝜕𝜕2 = 0.9𝑝𝑝2𝛼𝛼2 − 0.9𝛽𝛽2𝑝𝑝2
2 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1

1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1
)

−0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) − 0.09λ2𝑝𝑝2
2 − 𝑐𝑐2𝛼𝛼2 

+𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝑝𝑝2 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) 

+0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) − 0.1λ2𝑝𝑝2𝑐𝑐2

(20) 

 محصول متیق محاسبه یبرا تینها در و شودیم گرفته مشتق یمیقد محصول متیق حسب بر دوم فروشنده سود معادله از 
 .ردیگیم قرار صفر یمساو مشتق نیا ،یمیقد

∂𝜕𝜕2
∂𝜌𝜌2

=  1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

(1.62𝛽𝛽1𝛼𝛼2 − 0.162λ1𝛼𝛼2 − 3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝜌𝜌2 + 0.324λ1𝛽𝛽2𝜌𝜌2

+0.81𝛿𝛿1𝛼𝛼1 + 1.62𝛿𝛿1𝛿𝛿2𝜌𝜌2 − 0.162𝛿𝛿1𝜇𝜇2𝜌𝜌2 + 0.9𝛿𝛿1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.09𝛿𝛿1𝑐𝑐1λ1 − 0.081𝜇𝜇1𝛼𝛼1 
−0.162𝜇𝜇1𝛿𝛿2𝜌𝜌2 + 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝜌𝜌2 − 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 + 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1λ1 + 0.324𝛽𝛽1λ1𝜌𝜌2

−0.0324λ1λ2𝜌𝜌2 + 1.8𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑐𝑐2 − 0.18λ1𝑐𝑐2𝛽𝛽2 − 0.9𝑐𝑐2𝛿𝛿1𝛿𝛿2 + 0.09𝑐𝑐2𝛿𝛿1𝜇𝜇2
+0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛿𝛿2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2) = 0

(21) 

 :است ریز قرار به باشد گذاریقیمت یمبنا و رهبر عنوانبه است قرار که مستقل صورتبه یمیقد محصول متیق 
 

(22) 
𝑃𝑃2

∗ = 1.62𝛽𝛽1𝛼𝛼2 − 0.162λ1𝛼𝛼2 + 0.81𝛾𝛾1𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.09𝛾𝛾1𝑐𝑐1λ1 − 0.081𝜇𝜇1𝛼𝛼1
3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2 − 0.324λ1𝛽𝛽2 − 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2 + 0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2

−0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 + 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1λ1 + 1.8𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑐𝑐2 − 0.18λ1𝑐𝑐2𝛽𝛽2 − 0.9𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝛾𝛾2
−0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2 − 0.324𝛽𝛽1λ2 + 0.0324λ1λ2

)21(

قیمت گذاری  مبنای  و  رهبر  به عنوان  است  قرار  که  مستقل  به صورت  قدیمی  محصول  قیمت   
باشد به قرار معادله )22( است:

)22(
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 محصول متیق تا میدهیم قرار صفر یمساو سپس و گرفته مشتق دیجد محصول متیق حسب بر اول فروشخرده سود معادله از

 :دیآ به دست یانحصار صورتبه دیجد
(18) 𝜕𝜕𝜕𝜕1

𝜕𝜕𝑝𝑝1
= 1

1.8𝜇𝜇2 − 0.18λ2
(1.62𝛼𝛼1𝛽𝛽2 − 0.162𝛼𝛼1λ2 − 3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑝𝑝1 + 0.324𝛽𝛽1λ2𝑝𝑝1 + 0.81𝛼𝛼2𝛾𝛾2

+ 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2𝑝𝑝1 − 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2𝑝𝑝1 + 0.9𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝛾𝛾2 − 0.09𝛾𝛾2λ2𝑐𝑐2 + 0.324𝛽𝛽2λ1𝑝𝑝1
− 0.0324λ1λ2𝑝𝑝1 − 0.081𝜇𝜇2𝛼𝛼2 − 0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑝𝑝1 + 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑐𝑐2𝛽𝛽2
+ 0.009𝜇𝜇2λ2𝑐𝑐2 + 1.8𝛽𝛽2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18λ2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18𝛽𝛽2𝑐𝑐1λ1 + 0.018𝑐𝑐1λ1λ2
− 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑐𝑐1 − 0.009𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑐𝑐1) = 0 

 
 :است ریز قرار به مستقل صورتبه رهبر عنوانبه دیجد محصول متیق

𝑃𝑃1
∗ =  1.62𝛼𝛼1𝛽𝛽2 − 0.162𝛼𝛼1λ2 + 0.81𝛼𝛼2𝛾𝛾2 + 0.9𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝛾𝛾2 − 0.09𝛾𝛾2λ2𝑐𝑐2 − 0.081𝜇𝜇2𝛼𝛼2 − 0.09𝜇𝜇2𝑐𝑐2𝛽𝛽2 

3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2 − 0.324𝛽𝛽1λ2 − 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2 + 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2 − 0.324𝛽𝛽2λ1 + 0.0324λ1λ2
+0.009𝜇𝜇2λ2𝑐𝑐2 + 1.8𝛽𝛽2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18λ2𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.18𝛽𝛽2𝑐𝑐1λ1 + 0.018𝑐𝑐1λ1λ2 − 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛾𝛾2

+0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2 − 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2
 

+0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 + 0.09𝛾𝛾1𝜇𝜇2𝑐𝑐1 − 0.009𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝑐𝑐1

(19) 

 
 قدیمیمحصول  استکلبرگ یباز -4-3

 تا گردد محاسبه مستقل صورتبه دیبا یمیقد محصول متیق ،گیردیم قرار رویپ عنوانبه دیجد محصول که زین دوم حالت در
 در را نش تعادل حالت در آمدهدستبه 𝑃𝑃1 تابع اساس نیا بر. بزند نیتخم را خود محصول متیق بتواند آن حسب بر اول فروشنده

P2 و تابع  میکنیم یگذاریجا 2�𝜕� تابع
 .دیآیم به دست مستقل صورتبه یمیقد محصول متیق همان یعنی ∗

 :گرددیم یگذاریجا( 8)معادله  π2 عادله( در م14)  P1  معادله

𝜕𝜕2 = 0.9𝑝𝑝2𝛼𝛼2 − 0.9𝛽𝛽2𝑝𝑝2
2 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1

1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1
)

−0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) − 0.09λ2𝑝𝑝2
2 − 𝑐𝑐2𝛼𝛼2 

+𝑐𝑐2𝛽𝛽2𝑝𝑝2 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 +  𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) 

+0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 (0.9𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1λ1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

) − 0.1λ2𝑝𝑝2𝑐𝑐2

(20) 

 محصول متیق محاسبه یبرا تینها در و شودیم گرفته مشتق یمیقد محصول متیق حسب بر دوم فروشنده سود معادله از 
 .ردیگیم قرار صفر یمساو مشتق نیا ،یمیقد

∂𝜕𝜕2
∂𝜌𝜌2

=  1
1.8𝛽𝛽1 − 0.18λ1

(1.62𝛽𝛽1𝛼𝛼2 − 0.162λ1𝛼𝛼2 − 3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝜌𝜌2 + 0.324λ1𝛽𝛽2𝜌𝜌2

+0.81𝛿𝛿1𝛼𝛼1 + 1.62𝛿𝛿1𝛿𝛿2𝜌𝜌2 − 0.162𝛿𝛿1𝜇𝜇2𝜌𝜌2 + 0.9𝛿𝛿1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.09𝛿𝛿1𝑐𝑐1λ1 − 0.081𝜇𝜇1𝛼𝛼1 
−0.162𝜇𝜇1𝛿𝛿2𝜌𝜌2 + 0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝜌𝜌2 − 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 + 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1λ1 + 0.324𝛽𝛽1λ1𝜌𝜌2

−0.0324λ1λ2𝜌𝜌2 + 1.8𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑐𝑐2 − 0.18λ1𝑐𝑐2𝛽𝛽2 − 0.9𝑐𝑐2𝛿𝛿1𝛿𝛿2 + 0.09𝑐𝑐2𝛿𝛿1𝜇𝜇2
+0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛿𝛿2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2) = 0

(21) 

 :است ریز قرار به باشد گذاریقیمت یمبنا و رهبر عنوانبه است قرار که مستقل صورتبه یمیقد محصول متیق 
 

(22) 
𝑃𝑃2

∗ = 1.62𝛽𝛽1𝛼𝛼2 − 0.162λ1𝛼𝛼2 + 0.81𝛾𝛾1𝛼𝛼1 + 0.9𝛾𝛾1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.09𝛾𝛾1𝑐𝑐1λ1 − 0.081𝜇𝜇1𝛼𝛼1
3.24𝛽𝛽1𝛽𝛽2 − 0.324λ1𝛽𝛽2 − 1.62𝛾𝛾1𝛾𝛾2 + 0.162𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.162𝜇𝜇1𝛾𝛾2

−0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛽𝛽1 + 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1λ1 + 1.8𝛽𝛽1𝛽𝛽2𝑐𝑐2 − 0.18λ1𝑐𝑐2𝛽𝛽2 − 0.9𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝛾𝛾2
−0.0162𝜇𝜇1𝜇𝜇2 − 0.324𝛽𝛽1λ2 + 0.0324λ1λ2

10 

+0.09𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2

 
 

 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
 گرددحساسیت بر روی پارامترهای مهم ارائه می

   
 پارامترها ریمقاد -5-1
 :است ریز شرح به پارامترها ریمقاد یاضیر مدل حل یبرا
 

 پارامترها ریمقاد -1 جدول    

 پارامتر مقدار پارامتر مقدار پارامتر مقدار

8 𝜆𝜆1 22 𝛽𝛽1 2 𝜇𝜇1 

7 𝜆𝜆2 18 𝛽𝛽2 4 𝜇𝜇2 

5 𝑐𝑐1 2 𝛾𝛾1 100000 𝛼𝛼1 

4 𝑐𝑐2 1 𝛾𝛾2 200000 𝛼𝛼2 

 

4-4. حل مدل بازی با همکاری

حاصل  خرده فروش  دو  سود  مجموع  از  که  کل  سود  تابع  از  همکاری  با  بازی  مدل  حل  برای   

قیمت  حسب  بر  دیگر  بار  و  اول  محصول  قیمت  حسب  بر  یک بار  می گیریم.  مشتق  می شود 
محصول دوم مشتق را محاسبه می کنیم. 

)23(
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 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5
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4 𝑐𝑐2 1 𝛾𝛾2 200000 𝛼𝛼2 
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 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
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= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2
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5 𝑐𝑐1 2 𝛾𝛾1 100000 𝛼𝛼1 

4 𝑐𝑐2 1 𝛾𝛾2 200000 𝛼𝛼2 

 

با توجه به دست آمدن دو معادله )23( و )24( و دو مجهول قیمت محصول اول و دوم و حل 
این دستگاه، قیمت محصول اول و محصول دوم محاسبه می گردد و به قرار معادلات زیر است.



یه بازه 17 یابی مزاب   ایا با میق ااه می نت  هماهنهی ظامسا هاه تسم  گ م ه و بایم 

)25(

10 

+0.09𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2
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= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2
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0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1
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0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2
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0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1
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0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
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5. نتایج محاسباتی

که در ادامه پارامترها و  برای حل مدل ریاضی از نرم افزار Matlab R2013a استفاده شده است 
وی پارامترهای مهم ارائه می گردد. خروجی ها به همراه تحلیل حساسیت بر ر

 

5-1. مقادیر پارامترها

برای حل مدل ریاضی مقادیر پارامترها به شرح زیر است:

جدول 1- مقادیر پارامترها

پارامترمقدارپارامترمقدارپارامترمقدار

8

10 

+0.09𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2

 
 

 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
 گرددحساسیت بر روی پارامترهای مهم ارائه می

   
 پارامترها ریمقاد -5-1
 :است ریز شرح به پارامترها ریمقاد یاضیر مدل حل یبرا
 

 پارامترها ریمقاد -1 جدول    

 پارامتر مقدار پارامتر مقدار پارامتر مقدار

8 𝜆𝜆1 22 𝛽𝛽1 2 𝜇𝜇1 

7 𝜆𝜆2 18 𝛽𝛽2 4 𝜇𝜇2 

5 𝑐𝑐1 2 𝛾𝛾1 100000 𝛼𝛼1 

4 𝑐𝑐2 1 𝛾𝛾2 200000 𝛼𝛼2 
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 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
 گرددحساسیت بر روی پارامترهای مهم ارائه می

   
 پارامترها ریمقاد -5-1
 :است ریز شرح به پارامترها ریمقاد یاضیر مدل حل یبرا
 

 پارامترها ریمقاد -1 جدول    
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7 𝜆𝜆2 18 𝛽𝛽2 4 𝜇𝜇2 
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 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
 گرددحساسیت بر روی پارامترهای مهم ارائه می
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 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
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 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1
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− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5
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 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
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𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
 گرددحساسیت بر روی پارامترهای مهم ارائه می

   
 پارامترها ریمقاد -5-1
 :است ریز شرح به پارامترها ریمقاد یاضیر مدل حل یبرا
 

 پارامترها ریمقاد -1 جدول    

 پارامتر مقدار پارامتر مقدار پارامتر مقدار

8 𝜆𝜆1 22 𝛽𝛽1 2 𝜇𝜇1 

7 𝜆𝜆2 18 𝛽𝛽2 4 𝜇𝜇2 

5 𝑐𝑐1 2 𝛾𝛾1 100000 𝛼𝛼1 

4 𝑐𝑐2 1 𝛾𝛾2 200000 𝛼𝛼2 

 

5

10 

+0.09𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2

 
 

 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
 گرددحساسیت بر روی پارامترهای مهم ارائه می

   
 پارامترها ریمقاد -5-1
 :است ریز شرح به پارامترها ریمقاد یاضیر مدل حل یبرا
 

 پارامترها ریمقاد -1 جدول    

 پارامتر مقدار پارامتر مقدار پارامتر مقدار

8 𝜆𝜆1 22 𝛽𝛽1 2 𝜇𝜇1 

7 𝜆𝜆2 18 𝛽𝛽2 4 𝜇𝜇2 

5 𝑐𝑐1 2 𝛾𝛾1 100000 𝛼𝛼1 

4 𝑐𝑐2 1 𝛾𝛾2 200000 𝛼𝛼2 

 

2

10 

+0.09𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2

 
 

 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
 گرددحساسیت بر روی پارامترهای مهم ارائه می

   
 پارامترها ریمقاد -5-1
 :است ریز شرح به پارامترها ریمقاد یاضیر مدل حل یبرا
 

 پارامترها ریمقاد -1 جدول    

 پارامتر مقدار پارامتر مقدار پارامتر مقدار

8 𝜆𝜆1 22 𝛽𝛽1 2 𝜇𝜇1 

7 𝜆𝜆2 18 𝛽𝛽2 4 𝜇𝜇2 

5 𝑐𝑐1 2 𝛾𝛾1 100000 𝛼𝛼1 

4 𝑐𝑐2 1 𝛾𝛾2 200000 𝛼𝛼2 

 

100000

10 

+0.09𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2

 
 

 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
 گرددحساسیت بر روی پارامترهای مهم ارائه می

   
 پارامترها ریمقاد -5-1
 :است ریز شرح به پارامترها ریمقاد یاضیر مدل حل یبرا
 

 پارامترها ریمقاد -1 جدول    

 پارامتر مقدار پارامتر مقدار پارامتر مقدار

8 𝜆𝜆1 22 𝛽𝛽1 2 𝜇𝜇1 

7 𝜆𝜆2 18 𝛽𝛽2 4 𝜇𝜇2 

5 𝑐𝑐1 2 𝛾𝛾1 100000 𝛼𝛼1 

4 𝑐𝑐2 1 𝛾𝛾2 200000 𝛼𝛼2 

 

4

10 

+0.09𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2

 
 

 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
 گرددحساسیت بر روی پارامترهای مهم ارائه می

   
 پارامترها ریمقاد -5-1
 :است ریز شرح به پارامترها ریمقاد یاضیر مدل حل یبرا
 

 پارامترها ریمقاد -1 جدول    

 پارامتر مقدار پارامتر مقدار پارامتر مقدار

8 𝜆𝜆1 22 𝛽𝛽1 2 𝜇𝜇1 

7 𝜆𝜆2 18 𝛽𝛽2 4 𝜇𝜇2 

5 𝑐𝑐1 2 𝛾𝛾1 100000 𝛼𝛼1 

4 𝑐𝑐2 1 𝛾𝛾2 200000 𝛼𝛼2 

 

1

10 

+0.09𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2

 
 

 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
 گرددحساسیت بر روی پارامترهای مهم ارائه می

   
 پارامترها ریمقاد -5-1
 :است ریز شرح به پارامترها ریمقاد یاضیر مدل حل یبرا
 

 پارامترها ریمقاد -1 جدول    

 پارامتر مقدار پارامتر مقدار پارامتر مقدار

8 𝜆𝜆1 22 𝛽𝛽1 2 𝜇𝜇1 

7 𝜆𝜆2 18 𝛽𝛽2 4 𝜇𝜇2 

5 𝑐𝑐1 2 𝛾𝛾1 100000 𝛼𝛼1 

4 𝑐𝑐2 1 𝛾𝛾2 200000 𝛼𝛼2 

 

200000

10 

+0.09𝑐𝑐2𝛾𝛾1𝜇𝜇2 + 0.09𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝛾𝛾2 − 0.009𝜇𝜇1𝑐𝑐1𝜇𝜇2 − 0.18𝛽𝛽1λ2𝑐𝑐2 + 0.018λ1λ2𝑐𝑐2

 
 

 حل مدل بازی با همکاری -4-4
  

 بر باریک. میریگیم مشتق شودیم حاصل فروشخرده دو سود مجموع از که کل سود تابع از یهمکار با یباز مدل حل یبرا
 . کنیمیم محاسبه را مشتق دوم محصول متیق حسب بر گرید بار و اول محصول متیق حسب

(23) 
𝛿𝛿𝜋𝜋𝑐𝑐
𝛿𝛿𝑝𝑝1

= 0.9𝛼𝛼1 − 1.8𝛽𝛽1𝑝𝑝1 + 0.9𝛾𝛾2𝑝𝑝2 + 0.18𝜆𝜆1𝑝𝑝1 − 0.09𝜇𝜇2𝑝𝑝2 + 𝑐𝑐1𝛽𝛽1 − 0.1𝑐𝑐1𝜆𝜆1 + 0.9𝛾𝛾1𝑝𝑝2

− 0.09𝑝𝑝2𝜇𝜇1 − 𝑐𝑐2𝛾𝛾1 + 0.1𝜇𝜇1𝑐𝑐1 = 0 =>  𝑝𝑝1 = 𝑓𝑓(𝑝𝑝2)
 

(24) 
𝛿𝛿𝜋𝜋c
𝛿𝛿𝑝𝑝2

= 0.9γ2p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 − 1.8β2p2 + 0.9γ1p1 − 0.09p1μ1

+ 0.18λ2p2 + c2β2 − 0.1λ2c2 = 0  =>  p2
∗ = f(p1) 

 
 و اول محصول متیق دستگاه، نیا حل و دوم و اول محصول متیق مجهول دو و( 24) و( 23) معادله دو آمدن دست به توجه با  

 ت زیر است.معادلا قرار به و گرددیم محاسبه دوم محصول

(25) p1
∗ =

0.9α1 + 0.9γ2p2 − 0.09μ2p2 + c1β1 − 0.1c1λ1 + 0.9γ1p2 − 0.09p2μ1 − c2γ1 + 0.1μ1c1
1.8β1 − 0.18λ1

 

 

(26) p2
∗ =

0.9p1 − 0.09μ2p1 − c1γ2 + 0.1μ2c1 + 0.9α2 + 0.9γ1p1 −  0.09p1μ1 + c2β2
1.8β2 − 0.18λ2p2

 

 
 نتایج محاسباتی -5

ها به همراه تحلیل در ادامه پارامترها و خروجی که است شده استفاده Matlab R2013a افزارنرم از یاضیر مدل حل یبرا
 گرددحساسیت بر روی پارامترهای مهم ارائه می

   
 پارامترها ریمقاد -5-1
 :است ریز شرح به پارامترها ریمقاد یاضیر مدل حل یبرا
 

 پارامترها ریمقاد -1 جدول    

 پارامتر مقدار پارامتر مقدار پارامتر مقدار

8 𝜆𝜆1 22 𝛽𝛽1 2 𝜇𝜇1 

7 𝜆𝜆2 18 𝛽𝛽2 4 𝜇𝜇2 

5 𝑐𝑐1 2 𝛾𝛾1 100000 𝛼𝛼1 

4 𝑐𝑐2 1 𝛾𝛾2 200000 𝛼𝛼2 

 

و  قیمت  و  گرفت  انجام  نیز  نگیرد  صورت  قدیمی  محصول  برای  تبلیغی  که  حالتی  در  مساله 
مقدار تقاضا و سود حاصل از آن و هزینه تبلیغات در هر دو صورت به دست آمد.
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جدول2- نتایج حاصل از نرم افزار

بازی نشبازی با همکاری

تبلیغات محصول 
قدیمی غیر مجاز

تبلیغات محصول 
قدیمی مجاز

تبلیغات محصول قدیمی 
غیر مجاز

تبلیغات محصول 
قدیمی مجاز

47649463635278251714D1

101610101580102210102160D2

2740269924952444P1

57405969568235909P2

117270000112390000118270000113530000

4 

 و نژاد یقاسم  .کنندمی بیان را محصول توسعه تیم دهیسازمان جهت لازم نیازهایپیش و مقدمات ،«سازمانی هایویژگی»
 یچارچوب انگریب مدل نیا. دادند ارائه نوآورانه محصولات یهادهیا نیبهتر انتخاب منظورهب یمفهوم یچارچوب 1392 ،یریامشاه

 یابیارز نظر، مورد انیمشتر مشخصات و یاتیح بازار بخش یهایازمندین نییتع ان،یمشتر یازهاین درک یمبنا بر که است
 یهادهیا یبندتیاولو و رساختیز لیتحل ،یرقابت لیتحل ن،یتأم یهاشبکه تیریمد ها،آن راهبرد و اهداف لیتحل و سهامداران
 دیجد محصول توسعه ندیفرا بر رگذاریتاث عامل 55 ،1393 همکاران، و یورلهیپ .است شده نهاده بنا نوآورانه و دیجد محصولات

 اریاخت در پرسشنامه قالب در یسازیتجار و یفناور ،یتیحما ،یسازمانبرون ،یسازماندرون ،یفرد بعد 6 در یفناور نانو حوزه در
 معادلات قیطر از هاپرسشنامه. گرفت قرار نانو یفناور با مرتبط یهاحوزه در ینوآور و قیتحق توسعه، خبرگان از نفر 43

 نییتع زین و تیاهم کم یهاعامل حذف و هاعامل اوزان شدن نیمع از پس و یبررس  یجزئ مربعات حداقل روش به و یساختار
 1385 رانبان،یا و ینیدحسیس مقاله در. شد مشخص حوزه نیا در محصول توسعه ندیفرا در رگذاریتاث یهاعامل شاخص، هر وزن

 تینها در و گرفته قرار توجه مورد یمشتر و دیتول ،یطراح یعنی زمانهم یمهندس یفضا یاصل جنبه سه هر که شد تلاش  زین
 عام صورتبه محصول نوآوری برای مدلی( 1386) یرینص و یمیسل. دیگرد ارائه فضا نیا در دیجد محصول توسعه یمفهوم مدل

. است هم به وابسته فرایند شش از متشکل و بوده استراتژیک مدیریت و محصول نوآوری هایمدل از تلفیقی که دادند شنهادیپ
 از پرتفوی بهترین مدیریت و گذاریسرمایه شناسایی، با ذینفعان، دیگر و سهامداران بازده کردن حداکثر برای فرایندها این

 نوآوری در مهمی نقش که است توسعهوتحقیق مدل نیا هایبخش از یکی. کنندمی کار هم با محصول، نوآوری هایپروژه
 نیز محصول نوآوری بر توسعه و تحقیق شدنیجهان تأثیر به مدل، شرح کنار در که کندیم ایفا شرکت موفقیت و محصول
 .است شده پرداخته

 توسعه بر یابیبازار ریتاث و دیجد محصولات یگذارمتیق حوزه در یادیز یهاپژوهش تاکنون است آمده بالا در که طورمانه
 احساس دیجد محصولات یتقاضا بر یابیبازار و گذاریقیمت ریتاث زمانهم یبررس لزوم لذا . است شده انجام دیجد محصولات

 یتقاضا بر یابیبازار و گذاریقیمت ریتاث زمانهم یبررس به با استفاده از مدل ریاضی میدار نظر در پژوهش نیا در. شودیم
پرداخته  مدل چهار یبررس به راستا نیا در .بین محصول قدیمی و جدید رقابت وجود دارد کهطوریبه، میبپرداز دیجد محصولات
 که حالتدو  در که است استکلبرگ یباز ،یبعد مدل دو پردازد.بین محصولات می زمانهمبه رقابت  نش بازی مدل ،خواهد شد
 نیا یتمام که است یباهمکار یباز چهارم مدل .گیرندمورد بررسی قرار می رهبر-یمیقد محصول و رهبر-دیجد محصول

 یرمجازغ دوم محصول غاتیتبل تیمحدود وجود صورت در گرید ربا و یکل حالت در باریک اندشده یبررس حالت دو در هامدل
  .باشد

 
 مسئله سازیمدل -3
 ارائه هایباز از کی هر یاضیر مدل رها،یمتغ و پارامترها فیتعر از پس که شودیم پرداخته مدل اتیجزئ شرح به قسمت نیا در

 .شد خواهد
 

 هئلمس فیتعر -3-1
 به .گرددیم یبررس فروشخرده دو وجود حالت در دیجد محصول یتقاضا بر یابیزاربا و یگذارمتیق زمانهم ریتاث ابتدا در  

فروش اول محصول جدید و . در این قسمت منظور از خردهاست مذکور فروشخرده دو فروش از حاصل سود π2  و π1 بیترت
 فروش دوم بیانگر محصول قدیمی است.خرده

 . یمیقد محصول یتقاضا و دیجد محصول یتقاضا:  داشت میخواه تقاضا دو محصول بودن دیجد به توجه با
 .اندشده یگذارنام  D2 و   D1 بیترت به تقاضاها

 :باشندیم ریز شرح به میتصم یرهایمتغ و پارامترها
 

582850000545370000580380000542980000
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 و نژاد یقاسم  .کنندمی بیان را محصول توسعه تیم دهیسازمان جهت لازم نیازهایپیش و مقدمات ،«سازمانی هایویژگی»
 یچارچوب انگریب مدل نیا. دادند ارائه نوآورانه محصولات یهادهیا نیبهتر انتخاب منظورهب یمفهوم یچارچوب 1392 ،یریامشاه

 یابیارز نظر، مورد انیمشتر مشخصات و یاتیح بازار بخش یهایازمندین نییتع ان،یمشتر یازهاین درک یمبنا بر که است
 یهادهیا یبندتیاولو و رساختیز لیتحل ،یرقابت لیتحل ن،یتأم یهاشبکه تیریمد ها،آن راهبرد و اهداف لیتحل و سهامداران
 دیجد محصول توسعه ندیفرا بر رگذاریتاث عامل 55 ،1393 همکاران، و یورلهیپ .است شده نهاده بنا نوآورانه و دیجد محصولات

 اریاخت در پرسشنامه قالب در یسازیتجار و یفناور ،یتیحما ،یسازمانبرون ،یسازماندرون ،یفرد بعد 6 در یفناور نانو حوزه در
 معادلات قیطر از هاپرسشنامه. گرفت قرار نانو یفناور با مرتبط یهاحوزه در ینوآور و قیتحق توسعه، خبرگان از نفر 43

 نییتع زین و تیاهم کم یهاعامل حذف و هاعامل اوزان شدن نیمع از پس و یبررس  یجزئ مربعات حداقل روش به و یساختار
 1385 رانبان،یا و ینیدحسیس مقاله در. شد مشخص حوزه نیا در محصول توسعه ندیفرا در رگذاریتاث یهاعامل شاخص، هر وزن

 تینها در و گرفته قرار توجه مورد یمشتر و دیتول ،یطراح یعنی زمانهم یمهندس یفضا یاصل جنبه سه هر که شد تلاش  زین
 عام صورتبه محصول نوآوری برای مدلی( 1386) یرینص و یمیسل. دیگرد ارائه فضا نیا در دیجد محصول توسعه یمفهوم مدل

. است هم به وابسته فرایند شش از متشکل و بوده استراتژیک مدیریت و محصول نوآوری هایمدل از تلفیقی که دادند شنهادیپ
 از پرتفوی بهترین مدیریت و گذاریسرمایه شناسایی، با ذینفعان، دیگر و سهامداران بازده کردن حداکثر برای فرایندها این

 نوآوری در مهمی نقش که است توسعهوتحقیق مدل نیا هایبخش از یکی. کنندمی کار هم با محصول، نوآوری هایپروژه
 نیز محصول نوآوری بر توسعه و تحقیق شدنیجهان تأثیر به مدل، شرح کنار در که کندیم ایفا شرکت موفقیت و محصول
 .است شده پرداخته

 توسعه بر یابیبازار ریتاث و دیجد محصولات یگذارمتیق حوزه در یادیز یهاپژوهش تاکنون است آمده بالا در که طورمانه
 احساس دیجد محصولات یتقاضا بر یابیبازار و گذاریقیمت ریتاث زمانهم یبررس لزوم لذا . است شده انجام دیجد محصولات

 یتقاضا بر یابیبازار و گذاریقیمت ریتاث زمانهم یبررس به با استفاده از مدل ریاضی میدار نظر در پژوهش نیا در. شودیم
پرداخته  مدل چهار یبررس به راستا نیا در .بین محصول قدیمی و جدید رقابت وجود دارد کهطوریبه، میبپرداز دیجد محصولات
 که حالتدو  در که است استکلبرگ یباز ،یبعد مدل دو پردازد.بین محصولات می زمانهمبه رقابت  نش بازی مدل ،خواهد شد
 نیا یتمام که است یباهمکار یباز چهارم مدل .گیرندمورد بررسی قرار می رهبر-یمیقد محصول و رهبر-دیجد محصول

 یرمجازغ دوم محصول غاتیتبل تیمحدود وجود صورت در گرید ربا و یکل حالت در باریک اندشده یبررس حالت دو در هامدل
  .باشد

 
 مسئله سازیمدل -3
 ارائه هایباز از کی هر یاضیر مدل رها،یمتغ و پارامترها فیتعر از پس که شودیم پرداخته مدل اتیجزئ شرح به قسمت نیا در

 .شد خواهد
 

 هئلمس فیتعر -3-1
 به .گرددیم یبررس فروشخرده دو وجود حالت در دیجد محصول یتقاضا بر یابیزاربا و یگذارمتیق زمانهم ریتاث ابتدا در  

فروش اول محصول جدید و . در این قسمت منظور از خردهاست مذکور فروشخرده دو فروش از حاصل سود π2  و π1 بیترت
 فروش دوم بیانگر محصول قدیمی است.خرده

 . یمیقد محصول یتقاضا و دیجد محصول یتقاضا:  داشت میخواه تقاضا دو محصول بودن دیجد به توجه با
 .اندشده یگذارنام  D2 و   D1 بیترت به تقاضاها

 :باشندیم ریز شرح به میتصم یرهایمتغ و پارامترها
 

استکلبرگ محصول جدیداستکلبرگ محصول قدیمی

تبلیغات محصول 
قدیمی غیر مجاز

تبلیغات محصول 
قدیمی مجاز

تبلیغات محصول قدیمی 
غیر مجاز

تبلیغات محصول 
قدیمی مجاز

55603534605560377543D1

101800101940101800153260D2

2362236223623668P1

5692591456928863P2

113130000113410000113130000255640000
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 و نژاد یقاسم  .کنندمی بیان را محصول توسعه تیم دهیسازمان جهت لازم نیازهایپیش و مقدمات ،«سازمانی هایویژگی»
 یچارچوب انگریب مدل نیا. دادند ارائه نوآورانه محصولات یهادهیا نیبهتر انتخاب منظورهب یمفهوم یچارچوب 1392 ،یریامشاه

 یابیارز نظر، مورد انیمشتر مشخصات و یاتیح بازار بخش یهایازمندین نییتع ان،یمشتر یازهاین درک یمبنا بر که است
 یهادهیا یبندتیاولو و رساختیز لیتحل ،یرقابت لیتحل ن،یتأم یهاشبکه تیریمد ها،آن راهبرد و اهداف لیتحل و سهامداران
 دیجد محصول توسعه ندیفرا بر رگذاریتاث عامل 55 ،1393 همکاران، و یورلهیپ .است شده نهاده بنا نوآورانه و دیجد محصولات

 اریاخت در پرسشنامه قالب در یسازیتجار و یفناور ،یتیحما ،یسازمانبرون ،یسازماندرون ،یفرد بعد 6 در یفناور نانو حوزه در
 معادلات قیطر از هاپرسشنامه. گرفت قرار نانو یفناور با مرتبط یهاحوزه در ینوآور و قیتحق توسعه، خبرگان از نفر 43

 نییتع زین و تیاهم کم یهاعامل حذف و هاعامل اوزان شدن نیمع از پس و یبررس  یجزئ مربعات حداقل روش به و یساختار
 1385 رانبان،یا و ینیدحسیس مقاله در. شد مشخص حوزه نیا در محصول توسعه ندیفرا در رگذاریتاث یهاعامل شاخص، هر وزن

 تینها در و گرفته قرار توجه مورد یمشتر و دیتول ،یطراح یعنی زمانهم یمهندس یفضا یاصل جنبه سه هر که شد تلاش  زین
 عام صورتبه محصول نوآوری برای مدلی( 1386) یرینص و یمیسل. دیگرد ارائه فضا نیا در دیجد محصول توسعه یمفهوم مدل

. است هم به وابسته فرایند شش از متشکل و بوده استراتژیک مدیریت و محصول نوآوری هایمدل از تلفیقی که دادند شنهادیپ
 از پرتفوی بهترین مدیریت و گذاریسرمایه شناسایی، با ذینفعان، دیگر و سهامداران بازده کردن حداکثر برای فرایندها این

 نوآوری در مهمی نقش که است توسعهوتحقیق مدل نیا هایبخش از یکی. کنندمی کار هم با محصول، نوآوری هایپروژه
 نیز محصول نوآوری بر توسعه و تحقیق شدنیجهان تأثیر به مدل، شرح کنار در که کندیم ایفا شرکت موفقیت و محصول
 .است شده پرداخته

 توسعه بر یابیبازار ریتاث و دیجد محصولات یگذارمتیق حوزه در یادیز یهاپژوهش تاکنون است آمده بالا در که طورمانه
 احساس دیجد محصولات یتقاضا بر یابیبازار و گذاریقیمت ریتاث زمانهم یبررس لزوم لذا . است شده انجام دیجد محصولات

 یتقاضا بر یابیبازار و گذاریقیمت ریتاث زمانهم یبررس به با استفاده از مدل ریاضی میدار نظر در پژوهش نیا در. شودیم
پرداخته  مدل چهار یبررس به راستا نیا در .بین محصول قدیمی و جدید رقابت وجود دارد کهطوریبه، میبپرداز دیجد محصولات
 که حالتدو  در که است استکلبرگ یباز ،یبعد مدل دو پردازد.بین محصولات می زمانهمبه رقابت  نش بازی مدل ،خواهد شد
 نیا یتمام که است یباهمکار یباز چهارم مدل .گیرندمورد بررسی قرار می رهبر-یمیقد محصول و رهبر-دیجد محصول

 یرمجازغ دوم محصول غاتیتبل تیمحدود وجود صورت در گرید ربا و یکل حالت در باریک اندشده یبررس حالت دو در هامدل
  .باشد
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 و نژاد یقاسم  .کنندمی بیان را محصول توسعه تیم دهیسازمان جهت لازم نیازهایپیش و مقدمات ،«سازمانی هایویژگی»
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 عام صورتبه محصول نوآوری برای مدلی( 1386) یرینص و یمیسل. دیگرد ارائه فضا نیا در دیجد محصول توسعه یمفهوم مدل
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 از پرتفوی بهترین مدیریت و گذاریسرمایه شناسایی، با ذینفعان، دیگر و سهامداران بازده کردن حداکثر برای فرایندها این

 نوآوری در مهمی نقش که است توسعهوتحقیق مدل نیا هایبخش از یکی. کنندمی کار هم با محصول، نوآوری هایپروژه
 نیز محصول نوآوری بر توسعه و تحقیق شدنیجهان تأثیر به مدل، شرح کنار در که کندیم ایفا شرکت موفقیت و محصول
 .است شده پرداخته

 توسعه بر یابیبازار ریتاث و دیجد محصولات یگذارمتیق حوزه در یادیز یهاپژوهش تاکنون است آمده بالا در که طورمانه
 احساس دیجد محصولات یتقاضا بر یابیبازار و گذاریقیمت ریتاث زمانهم یبررس لزوم لذا . است شده انجام دیجد محصولات

 یتقاضا بر یابیبازار و گذاریقیمت ریتاث زمانهم یبررس به با استفاده از مدل ریاضی میدار نظر در پژوهش نیا در. شودیم
پرداخته  مدل چهار یبررس به راستا نیا در .بین محصول قدیمی و جدید رقابت وجود دارد کهطوریبه، میبپرداز دیجد محصولات
 که حالتدو  در که است استکلبرگ یباز ،یبعد مدل دو پردازد.بین محصولات می زمانهمبه رقابت  نش بازی مدل ،خواهد شد
 نیا یتمام که است یباهمکار یباز چهارم مدل .گیرندمورد بررسی قرار می رهبر-یمیقد محصول و رهبر-دیجد محصول

 یرمجازغ دوم محصول غاتیتبل تیمحدود وجود صورت در گرید ربا و یکل حالت در باریک اندشده یبررس حالت دو در هامدل
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 به .گرددیم یبررس فروشخرده دو وجود حالت در دیجد محصول یتقاضا بر یابیزاربا و یگذارمتیق زمانهم ریتاث ابتدا در  
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5-2. تحلیل حساسیت

بازی  جدید،  محصول  استکلبرگ  بازی  نش،  تعادل  بازی  ویکرد  ر چهار  با  ریاضی  مدل های 
گردید و تحلیل حساسیت پارامترها توسط  استکلبرگ محصول قدیمی و بازی با همکاری حل 
به صورت  حساسیت ها  تحلیل  بهتر  نتیجه گیری  و  بررسی  برای  گرفت.  صورت  متلب  نرم افزار 
کنار هم در ذیل آورده شده است. همچنین در هر بخش،  ویکرد در  نمودار و مقایسه های چهار ر
در  که  است  حالتی  اول،  حالت  است :  گرفته  قرار  بررسی  مورد  وش ها  ر تمامی  برای  حالت  دو 
در  و  نمایند  بازاریابی  مستقل  به صورت  می توانند  محصول  دو  هر  و  ندارد  وجود  محدودیتی  آن 
محصول  تا  است  آن  بر  قصد  که  چرا نیست  مجاز  دوم  محصول  برای  بازاریابی  دوم،  حالت 

گردد. جدید جایگزین محصول قدیمی 
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نمودار سود با تغییر پارامترهای الفا با روش تعادل نش
(a)

نمودار سود با تغییر پارامترهای الفا با استکبرگ )محصول قدیمی - رهبر(

(c)

نمودار سود با تغییر پارامترهای الفا با استکبرگ )محصول جدید - رهبر(
(b)

نمودار سود با تغییر پارامترهای الفا با بازی با همکاری

(d)

نمودار 1- نمودار سود با تغییر پارامترهای آلفا با )a( تعادل نش )b( روش استکلبرگ 
)محصول جدید رهبر( )c( روش استکلبرگ )محصول قدیمی رهبر( )d( بازی با همکاری

حساسیت  تحلیل  آلفا  پارامترهای  تغییر  با  که  هستند  سود  نمودارهای  همگی   ،)1( نمودار 
است  بیشتر  اول  محصول  به  نسبت  دوم  محصول  سود  سود،  نمودارهای  تمامی  در  شده اند. 
خرده فروش  به  نسبت  بیشتری  شیب  با  دوم  خرده فروش  سود  آلفا،  پارامترهای  افزایش  با  و 
این  افزایش  با  که  می باشند  بالقوه  تقاضای  نشان دهنده  آلفا  پارامترهای  می یابد.  افزایش  اول 
وند افزایشی دارد. این افزایش به صورت  پارامترها، تقاضا افزایش پیدا می کند و به تبع آن سود ر
که تبلیغاتی نداشته باشد و در  غیرخطی است. بیشترین سود متعلق به محصول دوم در حالتی 
سود  به صورت  مبلغ  این  نتیجه  در  و  می شود  صفر  تبلیغات  هزینه  چون  است  استکلبرگ  وش  ر

ظاهر می شود.
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نمودار سود با تغییر پارامترهای بتا با روش تعادل نش

(a)
نمودار سود با تغییر پارامترهای بتا با استکبرگ )محصول جدید - رهبر(

(b)

نمودار سود با تغییر پارامترهای بتا با استکبرگ )محصول قدیمی - رهبر(

(c)
نمودار سود با تغییر پارامترهای بتا با بازی با همکاری

(d)

نمودار 2- نمودار سود با تغییر پارامترهای بتا به روش )a( تعادل نش )b( روش استکلبرگ 
)محصول جدید رهبر( )c( روش استکلبرگ )محصول قدیمی رهبر( )d( بازی با همکاری

در  فروشنده  دو  هر  فروش  از  حاصل  سود  وی  ر بر  بتا  پارامترهای  تغییر  بررسی  به   ،)2( نمودار 
قیمت  به  نسبت  تقاضا  قیمتی  کشش  ضریب  بتا  می پردازد.  شده  کر  ذ وش  ر چهار  و  حالت  دو 
به قیمت  زیاد تقاضا  بتا، یعنی حساسیت  با توجه به ضریب منفی  که  محصول خودی است، 
سود  نتیجه  در  و  می یابد  کاهش  تقاضا  شدت  به  پارامتر  این  شدن  زیاد  با  می دهد.  نشان  را 
همکاری  با  بازی  وش  ر با  نش  بازی  شد.  خواهد  وبرو  ر زیاد  کاهش  با  غیرخطی  به صورت 
خرده فروش  دو  سود  مجموع  همکاری  با  بازی  وش  ر در  کل  در  ولی  دارند  مشابه  نمودارهایی 
سود  رهبر(،   - جدید  )محصول  استکلبرگ  وش  ر در  است.  نش  تعادل  وش  ر از  بیشتر  کمی 
کاهش پارامترهای بتا و با توجه  وش های دیگر است و حتی با  محصول جدید خیلی بیشتر از ر
خود  به  دیگر  وش های  ر به  نسبت  حالت  این  در  بیشتری  سود  آخر  در  خود،  کاهشی  وند  ر به 
وش های دیگر است  وش سود محصول قدیمی نیز خیلی بیشتر از ر اختصاص می دهد. در این ر
وش های دیگر  کاهشی، در نهایت سود بیشتری نسبت به ر وند  و مانند محصول جدید با این ر
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محصول  نیست،  مجاز  قدیمی  محصول  تبلیغات  که  حالتی  در  می دهد.  اختصاص  خود  به 
از  قدیمی  محصول  کرد.  خواهند  بیشتری  سود  متفاوت  نسبت های  با  دو  هر  قدیمی  و  جدید 
کردن مشتری جدید بیشتری خواهد  کاسته می شود و محصول جدید فرصت پیدا  هزینه هایش 

که در نهایت هر دو سود بیشتری نصیبشان خواهد شد. داشت 

گاما با روش تعادل نش نمودار سود با تغییر پارامترهای 
(a)

گاما با استکبرگ )محصول قدیمی - رهبر( نمودار سود با تغییر پارامترهای 

(c)

گاما با استکبرگ )محصول جدید - رهبر( نمودار سود با تغییر پارامترهای 
(b)

گاما با بازی با همکاری نمودار سود با تغییر پارامترهای 

(d)

گاما به روش )a( تعادل نش )b( روش استکلبرگ  نمودار 3- نمودار سود با تغییر پارامترهای 
)محصول جدید رهبر( )c( روش استکلبرگ )محصول قدیمی رهبر( )d( بازی با همکاری

و  فروشنده در دو حالت  از فروش دو  وی سود حاصل  بر ر گاما  پارامترهای  تغییر  به  نمودار )3( 
به  تقاضا نسبت  قیمتی  کشش  بیانگر ضریب  گاما  پارامترهای  کر شده می پردازد.  وش ذ چهار ر
افزایش  شاهد  آن،  افزایش  با  پارامتر  این  بودن  مثبت  به  توجه  با  است.  رقیب  محصول  قیمت 
افزایش،  این  شد.  خواهد  حاصل  سود  افزایش  تقاضا،  افزایش  با  است  بدیهی  هستیم.  تقاضا 
پارامتر،  کمی به قیمت محصول رقیب دارد و تغییر در این  جزئی است چون تقاضا حساسیت 
کر  وند افزایشی داریم و تمامی موارد ذ تغییر چندانی را در سود ایجاد نمی کند، ولی با این حال ر
کر در این  شده در حالت بعدی به صورت قبل در این نمودارها نیز مشاهده می شود. نکته قابل ذ
که در حالت دوم تبلیغات  وش استکلبرگ )محصول قدیمی- رهبر( است  نمودارها مربوط به ر
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که مجاز است، افزایش خیلی زیادی در سود محصول  محصول قدیمی مجاز نیست با حالتی 
که تفاوت بسیاری دارد. دوم )قدیمی( مشاهده می شود 

گاما با روش تعادل نش نمودار سود با تغییر پارامترهای 
(a)

نمودار سود با تغییر پارامترهای لاندا با استکبرگ )محصول قدیمی - رهبر(

(c)

گاما با استکبرگ )محصول جدید - رهبر( نمودار سود با تغییر پارامترهای 
(b)

نمودار سود با تغییر پارامترهای لاندا با بازی با همکاری

(d)

نمودار 4- نمودار سود با تغییر پارامترهای لاندا به روش )a( تعادل نش )b( روش استکلبرگ 
همکاری با  بازی   )d( رهبر(  قدیمی  )محصول  استکلبرگ  روش   )c( رهبر(  جدید  )محصول 

بازاریابی  به  نسبت  تقاضا  قیمتی  کشش  ضریب  پارامترهای  تغییر  بررسی  به    ،)4( نمودار 
کر  وش ذ از فروش هر دو فروشنده ، در دو حالت و چهار ر وی سود حاصل  محصول خودی بر ر
تاثیر بسزایی در تقاضا نخواهد داشت. با  پارامتر،  با توجه به مثبت بودن این  شده می پردازد و 
پیدا می کند. در محصول  افزایش  بازاریابی است سود  هزینه  پارامتر، چون ضریب  این  افزایش 
که  حالتی  در  مقابل  در  است.  مشاهده  قابل  به وضوح  است  بیشتر  تقاضا  مقدار  چون  دوم 
وش  ر در  نمی آید.  وجود  به  محصول  این  سود  در  تغییری  نباشد،  مجاز  دوم  محصول  تبلیغات 
کاهشی خواهد داشت.  وند  استکلبرگ سود محصول دوم در حالت غیرمجاز بودن تبلیغ آن، ر
پارامتر  این  افزایش  با  اول  محصول  دیگر  طرفی  از  و  است  مجاز  غیر  تبلیغاتش  طرف  یک  از 
استکلبرگ  وش  ر در  دوم  محصول  در  را  سود  کاهشی  وند  ر دلیل  همین  به  است،  یافته  افزایش 

هستیم. شاهد 
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نمودار سود با تغییر پارامترهای مبو با استکبرگ )محصول قدیمی - رهبر(

(c)
نمودار سود با تغییر پارامترهای مبو     با بازی با همکاری

(d)

نمودار سود با تغییر پارامترهای مبو با روش تعادل نش
(a)

نمودار سود با تغییر پارامترهای مبو با استکبرگ )محصول جدید - رهبر(
(b)

نمودار 5- نمودار سود با تغییر پارامترهای - به روش )a( تعادل نش )b( روش استکلبرگ 
)محصول جدید رهبر( )c( روش استکلبرگ )محصول قدیمی رهبر( )d( بازی با همکاری

کشش  قیمتی تقاضا نسبت به تبلیغات محصول  نمودار )5(، به بررسی تغییر پارامترهای ضریب 
شده  کر  ذ وش  ر چهار  و  حالت  دو  در  خرده فروش،  دو  هر  فروش  از  حاصل  سود  وی  ر بر  رقیب 
می پردازد و چون وابستگی به قیمت ندارد با افزایش این پارامتر تغییری در سود ایجاد نمی شود 

وش ها و حالات تغییر خاصی بابت تغییر این پارامتر ندارند. و همه نمودارها در همه ر

نتیجه گیری و پیشنهاد برای مطالعات آتی

راستای  در  که  رسیدیم  نتیجه  این  به  پیشین  پژوهش های  مطالعه  به  توجه  با  پژوهش  این  در 
امر،  این  بر  محققین  اخیر  توجه  و  آن  وی  ر بر  بازاریابی  تاثیر  و  جدید  محصولات  قیمت گذاری 
با  گردید.  محرز  جدید  محصول  تقاضای  بر  بازاریابی  و  قیمت گذاری  هم زمان  بررسی  لزوم 
نیاز این  گردآوری شده توسط )هوانگ، 2013( معادله تقاضا مورد  توجه به معادلات تقاضای 
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که تابعی از قیمت و هزینه بازاریابی محصول جدید و قدیمی است.  گردید  پژوهش استخراج 
محصولات  برای  خرده فروش  دو  وجود  همچنین  و  شده  گرفته  نظر  در  مفروضات  به  توجه  با 
ویکرد بازی  گردید و مساله با چهار ر جدید و قدیمی، مدل ریاضی سود خرده فروشان طراحی 
گردید. دو مدل بازی استکلبرگ شامل  نش، دو مدل بازی استکلبرگ و بازی با همکاری حل 
یک بار رهبر بودن محصول جدید و پیرو بودن محصول قدیمی و در حالت دوم جابجایی این 
با  کلی  گرفتند، یکی در حالت  قرار  بررسی  تمامی مدل ها در دو حالت مورد  بود.  دو محصول 
مجاز  قدیمی  محصول  تبلیغات  دوم  حالت  در  و  تصمیم،  متغیرهای  و  پارامترها  کلیه  احتساب 
نبوده و تمامی محاسبات با توجه به این محدودیت تغییر نمودند. در انتها مقدار قیمت و تقاضا 
برای مقایسه  و نمودارهایی  گردید  از فروش هر دو خرده فروش محاسبه  و همچنین سود حاصل 
بین  رقابتی  فضای  در  پژوهش  این  به  توجه  با  گردید.  بیان  نظر  مورد  حالت  دو  و  مدل  چهار 
و سود حاصل  تقاضا  گرفته شده  نظر  در  به مدل  توجه  با  و  قدیمی  و محصول  محصول جدید 
قبول  مورد  داشت  عهده  بر  را  جدید  محصول  فروش  وظیفه  که  اول  خرده فروش  برای  فروش  از 
از طرف  از محصول قدیمی است.  کمتر  کتور تقاضا و سود آن  که هر دو فا با این تفاوت  است 
که مالک محصول قدیمی و جدید مشترک باشد، توصیه می گردد همکاری را  دیگر در حالتی 
به  را  بیشترین سود  در مجموع  که  نکند چرا تبلیغ  قدیمی  برای محصول  دیگر  و  نماید  انتخاب 
می توانند  و  می نماید  تفاوت  محصولات  این  بین  مالک  درصورتی که  همچنین  می آورد.  دست 
گر در تصمیم گیری قدرت  تصمیم های خود را تحمیل نمایند، بازی استکلبرگ توصیه می شود و ا
یکسانی دارند بازی نش و رقابت هم زمان پیشنهاد می گردد. برای مطالعات آتی می توان برای 
کاربردی نمودن مساله آن را در حالت فازی یا احتمالی مورد بحث و بررسی قرار داد و همچنین 
با تعدد خرده فروشان نتیجه را به سمت واقعی تر شدن سوق داد. افزون بر این می توان در حالت 

عمده فروشی نیز مساله را بسط داد. 
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